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2.8 Configuração de um antivórtice. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.9 Configuração de um par vórtice-antivórtice. . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Resumo

MÓL, Lucas Alvares da Silva, Universidade Federal de Viçosa, março, 2004. Estudo de

Materiais Magnéticos de Baixa Dimensionalidade Dopados com Impurezas

não Magnéticas. Orientador: Afranio Rodrigues Pereira. Conselheiros: Marcelo Lo-

bato Martins e Ricardo Reis Cordeiro.

A presença de impurezas não magnéticas em materias magnéticos com compor-

tamento de baixa dimensionalidade pode alterar drasticamente suas propriedades. Por

exemplo, a substituição dos ı́ons magnéticos Cu2+ por ı́ons não magnéticos, aumen-

tam as correlações antiferromagnéticas em cupratos supercondutores. Neste trabalho,

tratamos das interações entre impurezas não magnéticas e excitações topológicas, além

de investigarmos alguns de seus efeitos nas propriedades do sistema. Encontramos as

freqüências caracteŕısticas de posśıveis oscilações de sólitons em torno de impurezas

em antiferomagnetos isotrópicos. Já as interações impurezas-vórtices, em ferromag-

netos planares, mostraram-se atrativas, o que leva a uma redução na temperatura de

transição de fase de Kosterlitz-Thouless.

viii



Abstract

MÓL, Lucas Alvares da Silva, Universidade Federal de Viçosa, march, 2004. Study of Low

Dimensional Magnetic Materials Doped with non Magnetic Impurities. Ad-

viser: Afranio Rodrigues Pereira. Committee members: Marcelo Lobato Martins and

Ricardo Reis Cordeiro.

The presence of non-magnetic impurities in low-dimensional magnetic materials

can drastically change their properties. For example, when Cu2+ ions was substituted

by non-magnetic ones, antiferromagnetic correlations are enhanced in high-Tc cuprate

superconductors. In this work, we deal with the interactions between non-magnetic

impurities and topological excitations and also investigate some of their effects on the

properties of the system. We found the characteristics frequencies of possible oscilla-

tory motions of solitons around non-magnetic impurities in isotropic antiferromagnets.

The impurity-vortex interaction, in planar ferromagnets, was found to be attractive,

what led to a reduction of the Kosterlitz-Thouless phase transition temperature.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Sistemas f́ısicos em baixas dimensões despertam grande interesse da comu-

nidade cient́ıfica. Muitos destes sistemas apresentam caracteŕısticas inesperadas tais

como transições de fase de ordem topológica. A baixa dimensionalidade, em alguns

destes, pode facilitar um tratamento teórico exato, o que permite estabelecer uma

relação mais concisa com as experiências realizadas. Porém, mesmo com a redução

da dimensionalidade, resultados exatos dificilmente são obtidos, levando-nos muitas

vezes a utilizar métodos aproximados e/ou numéricos. Atualmente há uma grande

variedade de sistemas que apresentam comportamento quase uni ou bidimensionais.

Como exemplos podemos citar os supercondutores, filmes superfluidos de He4, cristais

ĺıquidos, materiais magnéticos etc. Entre estes, o magnetismo desperta grande inte-

resse devido à variedade de materiais com caracteŕısticas de baixa dimensionalidade

e às posśıveis aplicações tecnológicas em armazenagem e transmissão de dados.

Geralmente pode haver diferenças entre resultados teóricos e experimentais.

Esta reside, muitas vezes, no fato de que a maioria dos modelos teóricos não incluem

em sua formulação termos que levem em conta impurezas contidas nas amostras uti-

lizadas pelos experimentais. A presença de impurezas deve-se principalmente às di-

ficuldades encontradas na fabricação de amostras. Nos processos de crescimento de

cristais por exemplo, a presença, algumas vezes indesejada, de átomos ou moléculas de

elementos que não estão na constituição original deste cristal é constante. Os efeitos

na estrutura e nas propriedades dos cristais causados por estes ”defeitos” muitas vezes
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não podem ser previstos pela teoria.

Por exemplo, qual seria o efeito causado em um ferromagneto de plano-fácil com

uma determinada concentração de átomos não magnéticos? Será que este material

vai apresentar uma transição de fase do tipo Kosterlitz-Thouless? Se apresentar, a

temperatura cŕıtica será afetada pela concentração destas impurezas? Estas perguntas

devem ser respondidas e explicadas. Para tanto, a construção de modelos que possam

prever este comportamento é de grande importância. A intenção deste trabalho reside

exatamente em tentar responder algumas destas.

Os trabalhos que serão aqui discutidos, resultaram em quatro publicações em

revistas cient́ıficas internacionais [1, 2, 3, 4]. Nestes trabalhos houve a colaboração

dos professores Afranio Rodrigues Pereira [1, 2, 3, 4], Winder A. Moura-Melo [1],

Antônio S. T. Pires [2], Sidiney A. Leonel [3, 4], Pablo Z. Coura [3, 4] e Bismarck Vaz

da Costa [3, 4]. O ponto principal nestes trabalhos foi a consideração da presença de

impurezas não magnéticas em modelos do tipo Heisenberg, com uma atenção especial

na interação entre estas e excitações topológicas como vórtices e sólitons. Na Ref. [1],

tratamos das posśıveis oscilações de sólitons em torno de uma impureza não magnética

em antiferromagnetos isotrópicos. Já nas Refs. [2, 3] as interações entre vórtices

e impurezas no modelo XY foram consideradas. E na Ref. [4] foi considerada a

influência de uma certa concentração de impurezas na transição de Kosterlitz-Thouless

do modelo do Rotor Planar. O texto a seguir será basicamente uma releitura destes

trabalhos, porém, de uma forma mais didática e completa. Ao leitor interessado em se

aprofundar no assunto aconselhamos, além deste trabalho, a leitura das Ref. [1, 2, 3, 4].

O texto está organizado da seguinte forma: no caṕıtulo 2 iremos fazer uma

revisão sobre sistemas magnéticos em baixas dimensões e das técnicas utilizadas no seu

estudo. No caṕıtulo 3 trataremos as interações entre sólitons e impurezas e algumas

de suas conseqüências na dinâmica destes em antiferromagnetos isotrópicos [1]. No

caṕıtulo 4 o tema será as interações entre vórtices e impurezas [2, 3] no modelo XY

ferromagnético, e a transição de Kosterlitz-Thouless [4] no modelo do Rotor Planar,

também ferromagnético, com impurezas. E finalmente no caṕıtulo 5 apresentamos as

conclusões.

2



Caṕıtulo 2

Considerações Gerais

2.1 Sistemas de Baixa Dimensionalidade

As propriedades magnéticas de materiais com momentos magnéticos localiza-

dos deve-se principalmente à interação de troca. Ao contrário do que se esperava,

foi verificado que a interação dipolar não é suficiente para produzir ordenamento

magnético à temperatura ambiente. Esta seria capaz de causar ordenamento ape-

nas a baix́ıssimas temperaturas (poucos graus Kelvin), sendo então responsável pela

formação de domı́nios magnéticos [5]. A interação de troca origina-se de efeitos

quânticos, mais especificamente, à superposição de funções de onda e à repulsão

coulombiana [5]. Sendo assim, esperamos que esta interação seja relevante apenas

a pequenas distâncias, ou seja, que em uma rede cristalina apenas os ı́ons magnéticos

mais próximos contribuam significantemente para os efeitos magnéticos observados.

Sabemos que, além da interação de troca, campos magnéticos internos, produzidos

pela própria formação da rede cristalina, e externos podem fazer com que os spins

tenham uma direção preferencial para apontarem, ou seja, o cristal passa a ter uma

anisotropia. A existência de materiais com comportamento de baixa dimensiona-

lidade deve-se então ao curto alcance da interação de troca. Este comportamento

ocorre quando camadas ou cadeias de materiais magnéticos estão separadas por ra-

dicais orgânicos ou ı́ons de metais alcalinos. Alguns exemplos de materiais com este

comportamento serão dados e as caracteŕısticas estruturais que levam a este será
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analisada.

Como exemplos, podemos citar os compostos com estrutura ABX3 que formam

uma grande classe de magnetos unidimensionais, apresentando vários valores para

a constante de acoplamento entre vizinhos próximos (interação de troca), para a

constante de anisotropia interna e para o spin dos ı́ons magnéticos. A figura 2.1 mostra

Figura 2.1: Exemplo de um material magnético 1D (TMMC).(M. Steiner and A. R. Bishop)

a estrutura geral desta classe de materiais. Nestes compostos, A representa Rb+, Cs+,

(NH4)
+ e ((CH3)4H)+; B: (metais de transição )2+; e X representa Cl−, F− e Br−.

A estrutura hexagonal destes compostos reflete suas caracteŕısticas unidimensionais

através das cadeias formadas pelo compartilhamento das faces dos octaedros (BX6).

A formação destas cadeias leva a uma interação de troca forte entre os ı́ons metálicos

(B). Como estas camadas estão relativamente distantes umas das outras, devido aos

ı́ons A, a interação intracadeias é mais forte que a interação intercadeias, o que leva

estes materiais a exibirem caracteŕısticas quase unidimensionais.

Podemos também aplicar as considerações acima a sistemas bidimensionais.

Um exemplo de material com caracteŕıstica quase bidimensional é o Tetrafluoreto de

Nı́quel e Potássio (K2NiF4), que está representado na figura 2.2. Neste material, os

octaedros de (NiF6) estão ligados em uma rede bidimensional dividindo vértices co-
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Figura 2.2: Exemplo de um material magnético 2D (K2NiF4).(M. Steiner and A. R. Bishop)

Cristais 1D Cristais 2D
Material Spin(S) Material Spin(S)

CuSo4.5H2O 1/2 K2MnF4 5/2
CuCl22N.C5H5(CPC) 1/2 K2CuF4 1/2

α − Cu.N.Sal 1/2 K2NiF4 1
CsNiCl3 1 Rb2MnF4 5/2
CsNiF3 1 BaCo2(Po4)2 1/2

CsNiCl3.2H2O 5/2 BaCo2(Aso4)2 1/2
CH3N.MnCl3(TMMC) 5/2 BaNi2(Po4)2 1

Tabela 2.1: Exemplos de materiais magnéticos uni e bidimensionais com seus respectivos

valores de spin.

muns. Neste caso, dois efeitos diminuem a interação entre planos: primeiro, a camada

de potássio (K) afasta as camadas magnéticas (Ni) umas das outras; e segundo, a

camada que contém o ı́on de ńıquel no centro da célula está efetivamente desacoplada

das camadas inferior e superior, porque, sendo as camadas antiferromagnéticas, elas

se anulam em primeira ordem.

Na tabela 2.1 estão alguns exemplos de materiais magnéticos com comporta-

mento quase uni ou bidimensionais com seus respectivos valores de spin.
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2.2 Sistemas Magnéticos Bidimensionais:

O Modelo de Heisenberg

As propriedades dos materiais magnéticos são completamente especificadas

pelas leis da mecânica quântica. Porém, o tratamento de um sistema macroscópico real

contendo milhões de part́ıculas torna-se inviável através destas. Assim, simplificações

se tornam essenciais no estudo destes sistemas. Pode-se mostrar que a interação de

troca, a principal responsável pelas propriedades magnéticas dos materiais com mo-

mentos magnéticos localizados, leva a uma interação do tipo ~Si · ~Sj, onde ~Si é o spin

do ı́on localizado no śıtio i. Como uma extensão desta interação temos o modelo de

Heisenberg, que é definido pela seguinte hamiltoniana:

H = ±J
∑

<i,j>

~Si · ~Sj, (2.1)

onde o somatório é tomado sobre os vizinhos mais próximos, J > 0 é a constante de

acoplamento entre vizinhos próximos e impomos o v́ınculo não linear S2 = (Sx)2 +

(Sy)2 + (Sz)2 = 1. Argumentos para a forma da interação e do modelo podem ser

obtidos nas Refs. [5, 6]. O sinal positivo na hamiltoniana representa um acoplamento

antiferromagnético, uma vez que a energia mı́nima do estado fundamental é atingida

quando os spins se alinham antiparalelamente (~Si · ~Sj = −1). Pelo mesmo racioćınio

percebemos que, com o sinal negativo, temos um acoplamento ferromagnético.

Podemos introduzir neste modelo um termo para levar em consideração a pre-

sença de anisotropias (existência de uma direção preferencial para os spins apontarem).

Neste caso, a hamiltoniana 2.1 para um ferromagneto fica da seguinte forma:

H = −J
∑

<i,j>

(~Si · ~Sj − λSz
i S

z
j ). (2.2)

Através da Eq. (2.2) os seguintes modelos são definidos:

• Quando λ = 0 temos o modelo de Heisenberg isotrópico, definido pela hamilto-

niana 2.1 que é caracterizado por não haver neste nenhuma direção preferencial
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Figura 2.3: Rede quadrada 2D ferromagnética com interação entre primeiros vizinhos.

para os spins apontarem.

• Quando λ = 1 a hamiltoniana é a seguinte:

H = −J
∑

<i,j>

(Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j ). (2.3)

Neste caso pode-se obter dois modelos distintos. No modelo XY o v́ınculo é

S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2 = 1, ou seja, há as três componentes de spin. Já no

modelo do Rotor Planar o v́ınculo é S2 = (Sx)2 + (Sy)2 = 1, ou seja, não há a

terceira componente de spin e portanto os spins estão confinados no plano.

• Para 0 < λ < 1, temos o modelo de Heisenberg de plano-fácil, que é carac-

terizado pela preferência dos spins se alinharem paralelamente ao plano como

esquematizado na figura 2.3. A hamiltoniana neste caso é dada pela Eq. (2.2).

• Para λ < 0, temos o modelo de Heisenberg de eixo-fácil, que é caracterizado pela

preferência dos spins se alinharem perpendicularmente ao plano (direção z) como

esquematizado na figura 2.4. Novamente a hamiltoniana é a da Eq. (2.2).

Nestes modelos a interação com um campo magnético externo pode ser intro-

duzida através de um termo proporcional a
∑

i
~B · ~Si. Vale ressaltar que a dinâmica

dos spins é obtida através da equação quântica de movimento:

d~S

dt
=

i

h̄
[~S,H], (2.4)

7



Figura 2.4: Representação de um sistema ferromagnético de eixo-fácil.

onde H é o hamiltoniano do modelo em questão, h̄ é a constante de Planck e [~S,H] =

~SH − H ~S é o comutador de ~S e H. Lembrando que a relação de comutação entre os

operadores de spin Sx, Sy e Sz é dada por [Sα, Sβ] = ih̄εα,β,γS
γ , onde εα,β,γ é igual

a 1 se α, β e γ forem ciclicos e -1 caso contrário. Percebemos então que no modelo

do Rotor Planar não há dinâmica, uma vez que como não existe a componente Sz,

d~S
dt

= 0 ([Sx, Sy] = 0).

Sistemas macroscópicos são geralmente constitúıdos por cerca de 1023 part́ıculas.

Sendo assim, seu tratamento matemático, mesmo através dos modelos propostos

acima, não é fácil. Geralmente, recorre-se ao tratamento destes e outros modelos

através de técnicas aproximadas, como a aproximação de campo médio [7], apro-

ximação harmônica auto-consistente (SCHA) [8, 9, 10, 11], métodos computacionais

como o método de Monte Carlo [3, 4, 8, 12], entre outras. Podemos também tratar

estes modelos de uma forma anaĺıtica através de uma teoria de campo que os repro-

duza [13, 14, 15]. O uso de uma teoria de campo justifica-se, já que esta descreve

um sistema com infinitos graus de liberdade, e em um sistema composto por cerca de

1023 part́ıculas podemos considerar infinitos graus de liberdade em uma primeira apro-

ximação. Outra aproximação posśıvel é tratar os modelos considerando-se que os śıtios

da rede são compostos por spins com elevados números quânticos (5/2 por exemplo).

Desta forma podemos desconsiderar o prinćıpio da incerteza, ou seja, assumimos que

podemos conhecer as três componentes de spin simultaneamente. Os sistemas onde

esta última aproximação se aplica são comumente referidos como sistemas clássicos
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de spin, e serão estes o foco deste trabalho.

Uma forma de se obter uma teoria de campo correspondente a estes modelos

é considerar o limite cont́ınuo. Isto é feito assumindo-se que o espaçamento de rede

(distância entre dois śıtios em uma rede quadrada) é despreźıvel, e considerar que

a direção de spins vizinhos varia lentamente. Isto corresponde a analisar a região

de grandes comprimentos de onda e baixas energias destes sistemas, sendo aplicados

portanto à faixa de baixas temperaturas. Vamos agora obter o limite cont́ınuo do

modelo de Heisenberg isotrópico. Partindo de sua hamiltoniana, Eq. (2.1), vamos

considerar o spin no śıtio i interagindo com os spins i + 1, no śıtio à direita, i − 1 no

śıtio à esquerda, i + 2 no śıtio acima e i − 2 no śıtio abaixo, em uma rede quadrada,

como representado na figura 2.3. Definindo

Tα = Sα
i (Sα

i+1 + Sα
i−1) + Sα

i (Sα
i+2 + Sα

i−2), (2.5)

onde α = x, y, z, podemos, em uma aproximação cont́ınua, escrever:

Sα
i+1 = Sα

i + a
∂Sα

i

∂x
+

a2

2

∂2Sα
i

∂x2
+ . . . , (2.6)

Sα
i−1 = Sα

i − a
∂Sα

i

∂x
+

a2

2

∂2Sα
i

∂x2
− . . . , (2.7)

Sα
i+2 = Sα

i + a
∂Sα

i

∂y
+

a2

2

∂2Sα
i

∂y2
+ . . . , (2.8)

Sα
i−2 = Sα

i − a
∂Sα

i

∂y
+

a2

2

∂2Sα
i

∂y2
− . . . , (2.9)

onde a é o espaçamento de rede. Temos então que:

Tα = 2Sα
i Sα

i + a2∂2Sα
i

∂x2
Sα

i + 2Sα
i Sα

i + a2∂2Sα
i

∂y2
Sα

i + . . . (2.10)

Tα

2
= 2(Sα

i )2 +
a2

2

[

∂2Sα
i

∂x2
+

∂2Sα
i

∂y2

]

Sα
i . (2.11)

Agora, considerando as três componentes de spin, (T x, T y e T z) e substituindo a soma
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na Eq. (2.1) por
∫ ∫ dxdy

a2 =
∫ d2r

a2 , temos:

H = −2J
∫

((Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2)
d2r

a2
− Ja2

2

∫ 3
∑

α=1

[

∂2Sα

∂x2
+

∂2Sα

∂y2

]

Sα d2r

a2

= −2J
∫

~S2d2r

a2
− Ja2

2

∫ 3
∑

α=1

[

∂2Sα

∂x2
+

∂2Sα

∂y2

]

Sα d2r

a2
(2.12)

onde S1 = Sx, S2 = Sy e S3 = Sz. O ı́ndice i foi omitido pois qualquer śıtio pode

agora ser considerado, e sendo assim, dividimos o resultado acima por 2, já que cada

par de śıtios (~Si · ~Sj) foi contado duas vezes. Integrando os termos da última integral

por partes, temos:
∫

dy
∂2Sα

∂y2
Sα = −

∫

(

∂Sα

∂y

)2

dy. (2.13)

O termo −2J
∫ ~S2 d2r

a2 , que é a energia do estado fundamental do sistema, é infinito para

uma rede infinita, uma vez que estamos impondo o v́ınculo não linear ~S2 = |~S| = 1,

e deve ser subtráıdo da hamiltoniana original. Assim, obtemos:

H =
J

2

∫ 3
∑

α=1





(

∂Sα

∂x

)2

+

(

∂Sα

∂y

)2


 d2r, (2.14)

que pode ser reescrito da seguinte forma:

H =
J

2

∫

(∂µ
~S) · (∂µ~S)d2r, µ = 1, 2, (2.15)

onde ∂1 = ∂
∂x

e ∂2 = ∂
∂y

. Este é um conhecido modelo de teoria de campos, o modelo

O(3) não linear, ou modelo σ não linear. Este modelo desperta grande interesse nos

teóricos de part́ıculas devido à sua grande analogia à teoria de Yang-Mills em quatro

dimensões.

Do mesmo modo feito anteriormente, podemos obter o limite cont́ınuo dos

outros modelos citados. Em especial para o modelo XY, chegamos a:

HXY =
J

2

∫







2
∑

α=1





(

∂Sα

∂x

)2

+

(

∂Sα

∂y

)2


 +
4

a2
(Sz)2







d2r. (2.16)
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Agora, parametrizando o spin por dois campos escalares, m e φ, como ~S = (
√

1 − m2 cos φ,
√

1 − m2 sin φ,m2), obtemos:

HXY =
J

2

∫

d2r





m2(~∇m)2

1 − m2
+ (1 − m2)(~∇φ)2 +

4

a2
m2



 , (2.17)

onde ~∇ = ∂
∂x

x̂ + ∂
∂y

ŷ.

Para obtermos as equações de movimento para os campos m e φ, partimos da

equação de movimento quântica

d~S

dt
=

i

h̄
[~S, h], (2.18)

onde h é a densidade hamiltoniana dada por:

h =
J

2





m2(~∇m)2

1 − m2
+ (1 − m2)(~∇φ)2 +

4

a2
m2



 . (2.19)

Tomando o limite clássico, ou seja, fazendo ~S → ∞, h̄ → 0 e h̄~S → cte, temos[16]:

d~S

dt
= −~S × δh

δ~S
, (2.20)

onde δh

δ~S
é a derivada funcional de h. Assim, as equações de movimento se reduzem

a[16]:
∂m

∂t
= −δh

δφ
= −~∇ ·

[

∂h

∂~∇φ

]

+
∂h

∂φ
, (2.21)

∂φ

∂t
=

δh

δm
= ~∇ ·

[

∂h

∂~∇m

]

− ∂h

∂m
, (2.22)

onde as variáveis m e φ constituem um par de variáveis canonicamente conjugadas.

Podemos agora escrever as equações de movimento para estes campos escalares (vide

apêndice A.1):
1

J

∂m

∂t
= (1 − m2)∇2φ − 2m~∇m · ~∇φ, (2.23)

1

J

∂φ

∂t
=

∇2m

(1 − m2)
−∇2m +

m(~∇θ)2

(1 − m2)2
+ m(~∇φ)2 +

4m

a2
. (2.24)
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Estas equações, juntamente com a hamiltoniana 2.17 constituem uma teoria de campos

escalares (m,φ) correspondente ao modelo XY.

Este desenvolvimeto foi realizado considerando-se o caso ferromagnético. Para

tratarmos o caso antiferromagnético, devemos substituir o campo de spins ~S pelo

vetor de Néel definido como ~n = 1
2
(~S1 − ~S2), onde os sub-́ındices referem-se a sub-

redes diferentes. Este vetor representa a magnetização de sub-rede, que no limite de

baixas temperaturas e campos externos fracos representa o campo de spins [17].

2.3 Excitações não Lineares

Alguns dos modelos descritos anteriormente, apresentam como soluções devido

a sua baixa dimensionalidade e não linearidade, excitações topológicas não lineares.

Algumas destas comportam-se como pseudo-part́ıculas, e têm grande relevância nas

propriedades dinâmicas e estáticas dos sistemas [19, 20, 21]. Como exemplo, podemos

citar o modelo de Heisenberg isotrópico descrito pela hamiltoniana 2.1. Neste mo-

delo, Belavin e Polyakov em um trabalho muito interessante [18], obtiveram usando

argumentos topológicos, soluções estáticas de energia finita denominadas Sólitons. A

idéia central utilizada para obter este tipo de excitação foi procurar por configurações

nas quais os spins estejam alinhados no infinito. Isto foi conseguido através do ma-

peamento estereográfico do espaço interno dos spins (esfera de spins) no espaço f́ısico

real (plano bidimensional), como representado na figura 2.5. Neste caso, teŕıamos

Figura 2.5: Mapeamento do espaço dos spins (esfera de spins) no espaço f́ısico (plano 2D).
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uma configuração na qual os spins no infinito apontam para cima enquanto o spin

localizado na origem aponta para baixo, como representado na figura 2.6. O mapea-

Figura 2.6: Sóliton com carga topológica Q = 1.

mento caracteriza uma carga topológica Q que indica quantas vezes a esfera de spins

é coberta pelo plano f́ısico. Já a distância ao centro do sóliton na qual os spins estão

paralelos ao plano, caracteriza o seu tamanho (R). Matematicamente, um sóliton

com carga topológica Q = 1 na origem do plano é representado, quando os spins são

parametrizados pelos campos m e φ, por:

m =
r2 − R2

r2 + R2
, φ = arctan

(

y

x

)

, (2.25)

onde R é o tamanho do sóliton e r =
√

x2 + y2 é a distância de um ponto qualquer

do plano ao centro do sóliton. Pode-se mostrar que esta estrutura tem energia finita,

igual a 4πJS2, que não depende do tamanho do sóliton devido à invariância de escala

do modelo.

Nos modelos de plano-fácil, as excitações topológicas que surgem são deno-

minadas vórtices. Os vórtices, apesar de não terem energia finita como os sólitons,

contribuem significantemente para as propriedades dos sistemas, sendo inclusive res-

ponsáveis por uma transição de fase, a transição de fase de Kosterlitz-Thouless [22].

Além disso acredita-se que estes são responsáveis pelo pico central na função cor-

relação dinâmica [19, 13, 23, 24], observado em simulações de Monte Carlo [25, 26]
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e experimentos [27]. Iremos agora obter as soluções vórtice e suas principais pro-

priedades.

Os vórtices representam um mı́nimo local da energia do sistema. Configurações

do tipo vórtice mais simples posśıveis são os vórtices planares. Tais estruturas surgem

no sistema quando a anisotropia é grande suficiente para provocar um confinamento

dos spins ao plano [28, 29]. Por simplicidade, para obter as soluções vórtices planares,

consideraremos o modelo do Rotor Planar, definido pela hamiltoniana 2.3. Con-

siderando uma rede quadrada bidimensional, podemos perceber que um mı́nimo da

energia pode ser obtido se em alguns śıtios da rede, pelo menos parte dos vizinhos

mais próximos estejam perpendiculares ao spin do śıtio em questão, e que a partir

deste śıtio, os spins vizinhos passem a variar lentamente de forma a minimizar a

energia do sistema. Pensaremos então na configuração mostrada na figura 2.7. Esta

Figura 2.7: Vórtice com carga topológica Q = 1.

é a configuração de um vórtice com carga topológica Q = 1 centrado no ponto O.

Uma forma de definir um vórtice é através de uma configuração na qual a soma da

diferença entre os ângulos formados pelos spins vizinhos (a uma mesma distância do

centro do vórtice) com um eixo arbitrário, seja um múltiplo inteiro de 2π. Em um

modelo cont́ınuo podeŕıamos sintetizar a definição acima escrevendo:

∮

~∇φ · d~l = 2πQ, (Q = 0,±1,±2, . . .), (2.26)

onde o campo escalar φ representa o ângulo que o spin faz com um eixo arbitrário e
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Q é a carga topológica do vórtice. Podemos obter, da mesma forma que foi feito para

o modelo XY, a versão cont́ınua do modelo do Rotor Planar. Neste caso obtemos:

H =
J

2

∫

(~∇φ)2d2r, (2.27)

com a respectiva equação de movimento:

∇2φ = 0. (2.28)

Foi mostrado por Kosterlitz-Thouless [22] que a equação 2.26 é solução da equação

de movimento do modelo do Rotor Planar (Eq. (2.28)). Podemos mostrar que a

configuração φ = arctan(y/x) satisfaz as equações 2.28 e 2.26 com Q = 1, sendo esta,

uma forma de representarmos um vórtice com carga topológica Q = 1 na origem do

sistema de coordenadas. Um vórtice com carga topológica Q = −1 é representado

por φ = − arctan(y/x), e usualmente chamado de antivórtice. A configuração de um

antivórtice está representada na figura 2.8.

Figura 2.8: Antivórtice (vórtice com carga topológica Q = −1).

A energia de um vórtice planar pode ser facilmente obtida, no limite cont́ınuo,

através da equação 2.27, com φ = arctan(y/x) = ϕ, e é a mesma para o antivórtice,

sendo dada por:

E ≃ πJ ln(d/a0), (2.29)

onde d é a dimensão linear do sistema (tamanho da rede), e a0 = 0.24a é um corte
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introduzido na rede, já que no limite cont́ınuo o vórtice é uma solução singular da

equação de Laplace (a é o espaçamento de rede). Este valor mais apropriado 1 para

o corte na rede foi obtido numericamente na Ref. [30].

Kosterlitz e Thouless [22] mostraram também que os sistemas descritos pela

mesma classe de universalidade do modelo do Rotor Planar apresentam ordem topo-

lógica, de forma que a carga topológica do sistema deve se conservar. Sendo assim,

os vórtices surgem no sistema em pares vórtice-antivórtice. A configuração do par

vórtice-antivórtice está esquematizada na figura 2.9, e no limite cont́ınuo é represen-

tada por:

φ = arctan
(

y − y0

x − x0

)

− arctan
(

y + y0

x + x0

)

, (2.30)

onde o vórtice está centrado no ponto (x0, y0), e o antivórtice no ponto (−x0,−y0).

Apesar do par vórtice ser a soma de duas soluções distintas da equação de movimento,

esta configuração também representa uma solução da equação de movimento.

Figura 2.9: Par vórtice-antivórtice com carga topológica total Q = 0.

Pode-se, da mesma maneira que é feita para um vórtice, calcular a energia

correspondente a um par vórtice-antivórtice. Neste caso, obtêm-se:

E = π2J + 2πJ ln (R/a0) , (2.31)

onde R é a distância entre o centro do vórtice e o centro do antivórtice. Ao contrário

1Geralmente utiliza-se o próprio espaçamento de rede a como corte no cálculo da energia do
vórtice
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dos vórtices livres, percebemos que os pares vórtice-antivórtice têm energia finita,

uma vez que a distância entre o vórtice e o antivórtice (R) é finita, e geralmente

corresponde a poucos espaçamentos de rede.

2.4 A Transição de Fase de Kosterlitz-Thouless

Vamos agora fazer uma breve discussão sobre as caracteŕısticas das transições

de fase em sistemas bidimensionais de plano-fácil. É sabido, que sistemas com este

tipo de anisotropia, ao contrário de sistemas de eixo-fácil, não apresentam ordem de

longo alcance (OLA). A quebra da ordem de longo alcance do sistema deve-se à pre-

sença de ondas de spin. Além disso, em um teorema rigoroso, Mermin e Wagner em

1966 [31] mostraram que simetrias globais cont́ınuas (como a apresentada pelos mo-

delos de plano-fácil) não se quebram espontâneamente. Por estes fatos esperamos que

estes sistemas não apresentem uma transição de fase de segunda ordem convencional,

entre uma fase magnetizada e uma não magnetizada, com esta ocorrendo em uma

temperatura cŕıtica Tc.

Apesar dos fatos expostos acima, certas evidências mostravam que deveria

haver algum tipo de transição de fase nestes sistemas. Para evidenciar isso iremos

analisar o modelo do Rotor Planar. Vamos verificar o comportamento da função

correlação spin-spin para este modelo, que é dada por:

< ~S(0) · ~S(n) >=< exp[i(φ0 − φn)] > . (2.32)

Primeiramente, iremos estimar a função correlação spin-spin, utilizando uma

expansão em temperaturas altas (ver Ref. [32]). Pode-se mostrar que o primeiro

termo diferente de zero contribuindo para a expansão de alta-temperatura da função

correlação é da ordem de (J/kBT )|n|, onde kB é a constante de Boltzmann. Sendo

assim:

< ~S(0) · ~S(n) >≃ (J/kBT )|n| = exp[−|n| ln(kBT/J)]. (2.33)

Percebemos, da equação anterior, que a função correlação spin-spin cai exponencial-
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mente com a distância entre os spins, n, no regime de altas temperaturas.

Para analisarmos o regime de baixas temperaturas, ressaltamos a seguinte ca-

racteŕıstica nesta faixa de temperaturas: na falta de grandes flutuações térmicas, espe-

ramos que φ varie lenta e suavemente. Desta forma, apenas configurações nas quais os

spins adjacentes estejam aproximadamente alinhados contribuirão significantemente

para a função de partição do sistema. Portanto, para fazermos uma estimativa da

função correlação spin-spin, consideraremos a hamiltoniana do modelo Rotor Planar

escrita da seguinte forma:

H = −J
∑

<i,j>

cos(φi − φj). (2.34)

A partir desta hamiltoniana, consideraremos uma expansão do co-seno apenas em

segunda ordem, considerando assim apenas as pequenas variações na direção dos spins:

H ≈ 1

2
J

∑

<i,j>

(φi − φj)
2, (2.35)

e desta forma a função correlação pode ser facilmente analisada, uma vez que envolve

apenas integrais Gaussianas. Obtem-se, desta forma, o seguinte resultado:

< ~S(0) · ~S(n) >≃
(

1

|n|

)KBT/2πJ

. (2.36)

Sendo a magnetização espontânea dada por M = [lim|n|→∞ < ~S(0) · ~S(n) >]1/2,

percebemos que este sistema não apresenta magnetização espontânea em nenhuma

temperatura diferente de zero. Além disso, vemos que a função correlação comporta-

se de maneiras diferentes nos regimes de baixas e altas temperaturas. Isto nos indica

que deve haver uma transição de fase. De fato, para T suficientemente pequeno, a

Eq. (2.36) nos mostra que a teoria tem uma linha de pontos cŕıticos. Para ver isto,

lembramos que na temperatura cŕıtica de um sistema a função correlação spin-spin

deve se comportar como

< ~S(0) · ~S(n) > ∼
(

1

|n|

)η

, (2.37)
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onde η é um expoente cŕıtico padrão. Esta linha de pontos cŕıticos implica em uma

violação do mais simples critério de universalidade.

Neste ponto, esperamos que o modelo do Rotor Planar apresente duas fases.

Porém, sabemos que não há uma fase magnetizada, não podendo assim haver uma

transição entre uma fase magnetizada e outra não magnetizada. Uma interessante

proposta para a transição de fase que ocorre neste sistema foi dada por Kosterlitz

e Thouless em um trabalho de grande relevância [22]. Neste trabalho, os autores

argumentam que vórtices só aparecem ligados em pares. Como já foi discutido na

seção anterior, os pares vórtices têm energia finita, e como a carga topológica deve

se manter, essa é a maneira encontrada para que eles apareçam no sistema. Eles são

criados devido a flutuações térmicas, sendo R ≈ a, e portanto a energia de criação da

ordem de π2J . Porém com o aumento da temperatura, os pares começam a crescer,

sendo que em uma temperatura cŕıtica (TKT ) eles se separam. A trasição de fase

é caracterizada, portanto, pela separação dos pares vórtice em vórtices livres. Para

argumentar esta transição verifiquemos a energia livre da configuração vórtice dada

por:

F = E − Ts, (2.38)

onde s é a entropia do vórtice livre. Como um vórtice é completamente especificado

pela localização do seu centro, a entropia é exatamente o logaritimo da multiplicidade

da configuração, ou seja, o logaritimo do número de śıtios da rede,

s = kB ln

(

d

a

)2

= 2kB ln

(

d

a

)

. (2.39)

Ao lembrarmos da energia de um vórtice livre (Eq. (2.29)), percebemos que

a entropia varia da mesma forma. Há portanto uma temperatura na qual a energia

livre muda de sinal. Esta temperatura caracteriza a transição de fase do sistema. Em

baixas temperaturas a probabilidade de um vórtice livre aparecer é pequena, uma vez

que o termo de energia, ou melhor, a ordem do sistema, domina a energia livre. Porém

com o aumento da temperatura o termo de entropia, ou desordem, passa a dominar,

possibilitando assim a presença de vórtices livres. A temperatura na qual ocorre esta
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mudança de comportamento pode ser estimada como sendo:

TKT =
πJ

2kB

. (2.40)

2.5 O Método de Monte Carlo

Iremos agora fazer uma breve revisão do método de Monte Carlo. Este é talvez

o método numérico mais utilizado em f́ısica estat́ıstica e f́ısica da matéria condensada.

Sua aplicabilidade se estende desde o estudo de decaimentos radioativos à simulação

de sistemas biológicos, passando por inúmeras áreas da f́ısica. Simulações utilizando

o método de Monte Carlo servem, atualmente, como uma espécie de laboratório para

testar métodos anaĺıticos aproximados quando não há uma experiência real para tal

fim. A idéia básica deste método é a de percorrer o espaço amostral do sistema

considerando-se apenas as configurações mais relevantes. Geralmente, recorre-se à

utilização de números aleatórios para escolher tais configurações, dáı o nome Monte

Carlo (em referência ao cassino de Monte Carlo). Nos sistemas estudados por este

método, o caminho percorrido pelo sistema no espaço de fase não é o mesmo em duas

simulações distintas, porém os resultados obtidos, os valores esperados das grandezas

f́ısicas, são os mesmos. Há vários algoŕıtmos que podemos considerar [33, 34]. Entre

estes destaca-se o de Metropolis [33]. Iremos por razões didáticas explicar o método

para o modelo de Ising em duas dimensões e posteriormente iremos generaliza-lo para

considerar modelos clássicos de spin como o modelo de Heisenberg.

O modelo de Ising geralmente é utilizado como modelo introdutório ao método

de Monte Carlo pois apresenta solução exata em duas dimensões, e é um modelo

relativamente simples. Este modelo é definido pela seguinte hamiltoniana:

H = −J
∑

<i,j>

σiσj, (2.41)

onde a soma é feita sobre vizinhos próximos e σi = ±1. Quando estudamos este

modelo, estamos interessados em propriedades termodinâmicas como magnetização,

susceptibilidade, calor espećıfico, etc. Em mecânica estat́ıstica a forma de se obter
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estas informações é através dos valores esperados. Para uma grandeza A qualquer, o

valor esperado pode ser calculado da seguinte forma [7]:

〈A〉 =

∑

c A(c)exp[−βH(c)]

Z
, (2.42)

onde β = 1/kBT , H é a hamiltoniana do sistema em questão, Z é a função de partição

definida por Z =
∑

c exp[−βH], e as somas são realizadas sobre todas as configurações

microscópicas posśıveis do sistema. Em cálculos anaĺıticos, o que devemos fazer é

calcular a função de partição. Porém na maioria dos casos este cálculo não pode ser

feito. Já para um tratamento numérico, devemos conhecer todos os 2N estados do

sistema (no caso do modelo de Ising em uma rede quadrada com N śıtios). Para

N grande este cálculo torna-se inviável. A idéia central do método de Monte Carlo

reside, exatamente, em ao invés de utilizar todas as configurações posśıveis para o

sistema, utilizar apenas as mais relevantes em cada temperatura, e calcular as médias

através de uma média aritmética simples, ou seja:

〈A〉 =

∑M
i=1 Ai

M
, (2.43)

onde são usadas M configurações diferentes. Obviamente, para que o processo acima

leve a resultados satisfatórios, devemos fazer uma escolha adequada das configurações

a serem utilizadas. Isto é conseguido quando geramos uma cadeia de Markov, onde

novos estados são gerados diretamente dos estados anteriores obedecendo às regras de

balanceamento detalhado. O papel do algoŕıtmo de Metropolis é exatamente gerar

esta cadeia. Este algoŕıtmo, aplicado ao modelo de Ising, pode ser sintetizado nos

seguintes passos:

1. Escolher uma configuração inicial para o sistema (aleatória, por exemplo).

2. Escolher um śıtio.

3. Calcular a diferença de energia do sistema (∆E) se o spin do śıtio escolhido

tiver seu sinal trocado (∆E = E(−σi) − E(σi)).
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4. Gerar um número aleatório uniformemente distribúıdo entre 0 e 1.

5. Calcular exp(−∆E/kBT ) e comparar com o número aleatório escolhido.

(a) Se o número aleatório for menor que exp(−∆E/kBT ) deve-se trocar o sinal

do spin.

(b) Caso contrário manter a configuração inalterada.

6. Escolher um novo śıtio e repetir o procedimento.

Geralmente o que se faz é percorrer todos os śıtios da rede, em sequência, aplicando

o procedimento descrito acima. Isto corresponde a 1 passo de Monte Carlo (MCS).

Após vários passos, o sistema que inicialmente não se encontrava em uma configuração

de equiĺıbrio, atinge uma e é apartir desta que as médias começam a ser calculadas.

Para verificarmos quando o sistema atingiu o equiĺıbrio acompanhamos a evolução

de algumas grandezas como energia e magnetização em função do número de passos

de Monte Carlo, e somente após estas grandezas atingirem um valor médio pratica-

mente constante que começamos a calcular as médias termodinâmicas de acordo com

a Eq. (2.43).

O algoŕıtmo de Metropolis, como exposto acima, aplica-se ao modelo de Ising.

Porém, neste trabalho, estamos interessados em modelos clássicos de spin como o

modelo de Heisenberg. Para que possamos utilizar o método para este tipo de sistema,

o que devemos fazer é: ao invés de mudarmos o sinal do spin do śıtio escolhido (passo

3), devemos escolher uma nova direção para este (uma direção aleatória), e no passo

5, ao invés de trocar o sinal do spin do śıtio, devemos mudar a direção deste para a

escolhida no passo 3. Por exemplo, para modelos onde o spin têm três componentes,

a escolha da nova direção do spin é feita da seguinte forma:

1. Escolha Sz = 1.0 − 2.0 ∗ r,

2. calcule φ = 2π ∗ r e então Sx =
√

1 − S2
z cos φ e Sy =

√

1 − S2
z sin φ,

onde os r´s são números aleatórios no intervalo entre 0 e 1.
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2.6 A Importância da Inclusão de Impurezas e/ou

Defeitos nos Modelos Magnéticos

Muitos sistemas estão relacionados ao modelo XY e ao modelo do Rotor Planar.

Como exemplos podemos citar os cristais 2D, superfluidos e supercondutores. A

relação com estes modelos está na descrição destes. Geralmente a descrição é feita

pela função de onda complexa ψ = ρeiφ, que tem dois graus de liberdade (ρ e φ), e

assim, em duas dimensões, não possuem ordem de longo alcance. Mas, estes sistemas

possuem ordem topológica, e assim como foi exposto para o modelo do Rotor Planar,

apresentam uma transição de fase do tipo Kosterlitz-Thouless.

Vamos considerar supercondutores granulares que se baseiam no conhecido

efeito Josephson [35]. Josephson mostrou em seu trabalho [35] que se dois pedaços

supercondutores estiverem separados por um isolante muito fino, pares de Cooper

tunelariam entre estes supercondutores. Esta é a conhecida Junção Josephson. Nesta

junção, o tunelamento implica em um grande correlacionamento entre as fases das

funções de onda dos dois supercondutores. O correlacionamento se deve à densidade

de corrente entre a junção que é dada por:

J = J1 sin(φ2 − φ1), (2.44)

onde φ1 e φ2 são as fases das funções de onda ψ1 e ψ2 dos supercondutores 1 e 2

respectivamente.

Para obtermos um sistema supercondutor granular bidimensional, a idéia cen-

tral é que grãos supercondutores devem ser dispostos sobre um substrato isolante,

formando uma rede bidimensional onde cada grão ocupa um śıtio da rede. Esta rede

pode ter várias geometrias, formando redes quadradas, triangulares, hexagonais, etc.

O que nos leva a fazer uma analogia entre este sistema e o modelo do Rotor Planar é

que o número de pares de Cooper contidos em um grão (N) e a fase da função de onda

deste (φ) constituem um par de variáveis canonicamente conjugadas. Neste sentido,
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obedecem à relação de incerteza

∆N∆φ ≥ 1. (2.45)

Como em um grão o número de pares de Cooper é muito grande, e como espera-se

que neste sistema seja estabelecida uma corrente, pares de Cooper tunelariam entre

grãos vizinhos. Desta forma, a incerteza no número de pares de Cooper em um grão

é muito grande, levando a uma incerteza pequena na fase da função de onda. Assim,

podemos considerar que a fase da função de onda é uma variável semi-clássica. Como

a fase pode ser representada por uma seta, assim como um spin clássico, a analogia

entre este sistema e o modelo do Rotor Planar é imediata. Portanto, este sistema

contém vórtices na fase da função de onda, apresentando uma transição de fase do

tipo Kosterlitz-Thouless em uma temperatura menor que a transição de fase entre

uma fase supercondutora e outra não supercondutora, que ocorre em cada grão da

rede.

Existem várias técnicas para a produção de supercondutores granulares. Porém,

a precisão destas técnicas não é muito grande, o que provoca vários tipos de defeitos

na rede. Os defeitos mais comuns são a falta de grãos supercondutores em determi-

nados śıtios e diferenças no espaçamento de rede. A importância de estudarmos os

efeitos destes defeitos, é a de podermos tecer previsões sobre as suas influências nas

propriedades do sistema, desde a corrente que atravessa o sistema a transições de fase.

Geralmente os materiais magnéticos com comportamento de baixa dimensio-

nalidade são produzidos através de técnicas de crescimento de cristais. Desta forma,

a substituição acidental de um ı́on magnético por um não magnético é freqüente.

Esta substituição pode causar deformações na geometria da rede cristalina, além de

afetar as propriedades magnéticas do material. Como exemplo, podemos citar medi-

das recentes de ressonância magnética nuclear em cupratos supercondutores a altas

temperaturas (high-Tc). Estas medidas mostraram que a substituição de átomos de

Cu2+ (Spin 1/2) nos planos Cu−O por impurezas não magnéticas como Zn2+ (Spin

0) aumentam as correlações magnéticas em torno das impurezas [36].
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Até agora fizemos uma revisão sobre os modelos teóricos que descrevem o

magnetismo em baixas dimensões, suas principais propriedades e os principais métodos

utilizados no estudo destes. Discutimos também a importância de estudarmos modi-

ficações nestes modelos para que possamos levar em conta a presença de impurezas

nos materiais. Nos próximos caṕıtulos iremos explorar alguns efeitos causados pela

presença de impurezas não magnéticas nestes modelos.
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Caṕıtulo 3

Interações Sóliton-Impureza em

Antiferromagnetos 2D Isotrópicos

3.1 Interações Estáticas

Como sabemos, os sólitons desempenham um papel de grande importância

nas propriedades dinâmicas e estáticas de sistemas magnéticos bidimensionais [19,

20, 21], por isso, o estudo das interações entre estes e impurezas merecem grande

destaque. A presença de impurezas não magnéticas e/ou outros defeitos, que por

ventura possam ocorrer na formação de um material magnético, deve ser considerada,

assim como as posśıveis modificações que este defeito pode provocar nas propriedades

do material devem ser previstas. Neste sentido alguns trabalhos consideraram este

efeito. Recentemente, Zaspel, Subbaraman e Drumheller [37, 38] investigaram os

efeitos provocados pela presença de impurezas não magnéticas em antiferromagne-

tos isotrópicos de camadas. Nestes trabalhos, os autores utilizando um tratamento

na rede discreta, mostraram que a presença destas impurezas no centro dos sólitons

tipo Belavin-Polyakov causam deformações nestes, levando a dois tipos de sóliton,

sólitons-I e sólitons-P. Estas estruturas foram detectadas esperimentalmente no com-

posto (C3H7NH3)2MxMn1−xCl4 através de um comportamento do tipo Arrhenius

(exp(−E/T )) em medidas da largura de linha de ressonância eletrônica paramagnética

(EPR) dependente da temperatura [37, 38]. A modificação na dependência da largura
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de linha deve-se à alteração da energia do sóliton quando este encontra-se centrado

em uma impureza não magnética. Estas estruturas também foram obtidas no limite

cont́ınuo, com expressões anaĺıticas exatas em um trabalho de Pereira e Pires [14].

Nesta seção iremos reproduzir a solução obtida por Pereira e Pires para que na próxima

possamos explorar movimentos oscilatórios dos sólitons devido à presença da impureza

não magnética.

Como foi exposto no caṕıtulo anterior, um material magnético bidimensional

isotrópico é representado pela hamiltoniana de Heisenberg isotrópica. No limite

cont́ınuo temos (2.15):

H =
J

2

∫

(∂µ
~S) · (∂µ~S)d2r, µ = 1, 2. (3.1)

Como nosso interesse é um antiferromagneto, devemos substituir o campo de spins ~S

pela magnetização de subrede (vetor de Néel) ~n, que representa o campo de spins para

um antiferromagneto no regime de baixas temperaturas. Parametrizando o vetor de

Néel como ~n = (
√

1 − m2 cos φ,
√

1 − m2 sin φ,m), com ~n2 = 1, pode-se reescrever a

hamiltoniana da seguinte forma:

H =
J

2

∫

d2r





(~∇m)2

(1 − m2)
+ (1 − m2)(~∇φ)2



 . (3.2)

Para considerar a presença de impurezas não magnéticas no limite cont́ınuo

deve-se modificar a hamiltoniana 3.2. A modificação é feita retirando as interações

magnéticas em uma região do espaço da ordem de tamanho do espaçamento de rede

a. Como as interações são dadas pela hamiltoniana 3.2, o que se faz é multiplica-la

por uma função que seja igual a 1 em todo espaço, exceto em uma região circular de

raio a onde deve ser 0. Desta forma obtêm-se a seguinte hamiltoniana:

H =
J

2

∫

d2rV (~r)





(~∇m)2

(1 − m2)
+ (1 − m2)(~∇φ)2



 , (3.3)
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onde

V (~r) =











1 se |~r − ~r0| ≥ b,

0 se |~r − ~r0| < b.
(3.4)

Este potencial é mostrado na figura 3.1 e representa uma única impureza não magnética,

Figura 3.1: Nesta figura, a parte cinza representa a parte do plano que participa da in-

teração magnética, enquanto a parte em branco representa a porção do plano que não têm

magnetismo.

como um átomo ou molécula, localizada no ponto ~r0.

As equações de movimento correspondentes a este novo modelo são obtidas

partindo-se da Lagrangeana correspondente:

L =
1

2
J

∫





(1 − m2)

c2

(

∂φ

∂t

)2

+
1

c2(1 − m2)

(

∂m

∂t

)

− (1 − m2)(~∇φ)2

− (~∇m)2

(1 − m2)



 V (~r)d2r, (3.5)

onde c é a velocidade das ondas de spin, e das seguintes equações:

1

c

∂

∂t





∂L
∂

(

1
c

∂φ
∂t

)



 − ~∇ · ∂L
∂(~∇φ)

− ∂L
∂φ

= 0 (3.6)

e
1

c

∂

∂t





∂L
∂

(

1
c

∂m
∂t

)



 − ~∇ · ∂L
∂(~∇m)

− ∂L
∂m

= 0, (3.7)
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uma vez que esta é uma teoria invariante de Lorentz. Desta forma, ao considerarmos

que a impureza é estática, ou seja, que V (~r) não varia no tempo, obtêm-se:

(1 − m2)V (~r)

c2

∂2φ

∂t2
− 2mV (~r)

c2

∂m

∂t

∂φ

∂t

= (1 − m2)~∇φ · ~∇V (~r) + (1 − m2)V (~r)∇2φ − 2mV (~r)~∇φ · ~∇m, (3.8)

V (~r)

c2(1 − m2)

∂2m

∂t2
+

mV (~r)

c2(1 − m2)2

(

∂m

∂t

)2

+
mV (~r)

c2

(

∂φ

∂t

)2

=

∇2mV (~r) + ~∇m · ~∇V (~r)

1 − m2
+

mV (~r)(~∇m)2

(1 − m2)2
+ mV (~r)(~∇φ)2. (3.9)

Pelas equações acima fica claro que devemos conhecer ~∇V (~r). Este gradiente

pode ser facilmente calculado em coordenadas ciĺındricas (r, ϕ) levando a:

~∇V (~r) = a[r̂ cos(α − |ϕ − ϕ0|) + ϕ̂ sin(α − |ϕ − ϕ0|)]δ(~r − ~r0 −~b), (3.10)

onde a impureza está localizada em (~r0, ϕ0), δ é a função delta de Dirac e α é o ângulo

que o vetor ~b, com origem no ponto ~r0 e fim em um ponto da circunferência, faz com o

vetor ~r0 (vide Fig. (3.1)). Ao considerar impurezas locais (como a falta de um único

ı́on magnético), deve-se fazer ~b → 0, ou mais precisamente ~b → a, e conseqüentemente

~r → ~r0 e ϕ → ϕ0, de onde:

~∇V (~r) ≈ a[r̂ cos(α) + ϕ̂ sin(α)]δ(~r − ~r0). (3.11)

Na equação acima cos(α) e sin(α) são interpretados como sendo constantes de acopla-

mento anisotrópicas que dependem da direção que se considera quando estamos cen-

trados no ponto ~r0.

Agora será considerada a presença de um sóliton do tipo Belavin-Polyakov

centrado na origem. Em coordenadas polares, escreve-se:

m0 =
r2 − R2

r2 + R2
, φ0 = ϕ, (3.12)
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onde R é o tamanho do sóliton, que caracteriza a distância ao centro deste até as

posições onde as componentes de spins estão paralelas ao plano (m0 = 0). Anali-

saremos agora o caso em que ~r0 6= 0. Assumindo que a impureza causa pequenas

deformações na estrutura do sóliton, ou seja, admitindo ~∇m ≈ ~∇m0 e ~∇φ ≈ ~∇φ0,

obtêm-se, ao considerar soluções estáticas (∂m/∂t = ∂φ/∂t = 0):

V (~r)





(~∇m)2

1 − m2
+ (1 − m2)(~∇φ)2



 = −V (~r)
∇2m

m
−

~∇m0 · ~∇V (~r)

m
, (3.13)

V (~r)



∇2φ − 2m~∇m · ~∇φ

1 − m2



 = −~∇φ0 · ~∇V (~r). (3.14)

Vemos na Eq.(3.13) que o primeiro termo é exatamente a densidade hamil-

toniana. Desta forma, para calcular a energia de um sóliton na presença de uma

impureza não magnética, quando esta não esta localizada na origem, pode-se multi-

plicar a Eq.(3.13) por J/2 e integrar ambos os lados. Desta forma, chega-se a:

Ei = −J

2





∫

V (~r)
∇2m

m
d2r −

∫ ~∇m0 · ~∇V (~r)

m
d2r



 . (3.15)

Aproximando m ≈ m0 nas integrais acima, e usando ~∇m0 = 4R2~r/(r2+R2)2 podemos

estimar a energia desta configuração através da seguinte equação:

Ei = Es +
J

2

∫

[

∇2m0

m0

]

~r∼=~r0

dAI − 2R2J
∫ ra

(r4 − R4)
cos(α)δ(~r − ~r0)d

2r, (3.16)

onde a integração em dAI é feita em um ćırculo, com raio da ordem do espaçamento

de rede a, em torno da impureza não magnética e Es = 4πJ é a energia do sóliton

na ausência de impurezas. Na segunda integral, apenas os pontos em torno da cir-

cunferência de raio a, centrada em ~r0, contribuirão devido a função delta de Dirac.

Levando em conta a discreteza da rede, considera-se apenas quatro pontos (os quatro

vizinhos mais próximos) neste cálculo. Então, para ~r0 não muito perto do centro do
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sóliton, obtêm-se a seguinte expressão para a energia deste:

Ei
∼= Es



1 − 1

4

(

Ra

r2
0 + R2

)2

+ F−(r0, R) − F+(r0, R)



 , (3.17)

onde

F±(r0, R) =
R2a(r0 ± a)2

[(r0 ± a)2 + r2
0]

1/2[(r0 ± a)4 − R4]
. (3.18)

O potencial efetivo de interação entre o sóliton e a impureza é dado por Uef = Ei−Es

e está representado na figura 3.2. Analisando este gráfico podemos concluir que para

2 4 6 8 10
r0HaL

2

4

6

8

10
UefHJL

Figura 3.2: Potencial efetivo em função de ~r0. Neste gráfico o sóliton tem tamanho R = 5a.

(Ref. [14])

r0 ≫ R, Ei → Es, mostrando que quando a impureza está distante do centro do

sóliton, esta praticamente não o afeta. Além disso, para r0 > R, vemos que quando

r0 → R+a, Uef → ∞, indicando um potencial repulsivo. Porém, para r0 < R, o efeito

é contrário, ou seja, há um potencial atrativo entre os dois defeitos, que forma um

estado ligado quando r0 < R−a, uma vez que Uef → ∞ quando r0 → R−a. Quando

r0 = R, o potencial apresenta um máximo local, o que leva a uma instabilidade e a

um provável colapso.

O potencial efetivo de interação sugere que a energia mı́nima para o sóliton

é obtida quando r0 = 0. Iremos agora estudar esta situação com mais detalhes.
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Considerando as equações de movimento estáticas,

V (~r)



∇2m +
m(~∇m)2

1 − m2
+ m(1 − m2)(~∇φ)2



 = −~∇m · ~∇V (~r), (3.19)

V (~r)



∇2φ − 2m~∇m · ~∇φ

1 − m2



 = −~∇φ · ~∇V (~r), (3.20)

e substituindo m = m0 + m1 e φ = φ0 + φ1, onde m1 e φ1 são pequenas deformações

na estrutura do sóliton pode-se aproximar ~∇(m0 + m1) ∼= ~∇m0 e ~∇(φ0 + φ1) ∼= ~∇φ0

próximo ao ponto ~r0. Substituindo estas aproximações nas equações de movimento

e calculando nos pontos onde V (~r) = 1, que inclui todo plano exceto uma pequena

região em torno de ~r0, têm-se:

∇2m1 + 2





(~∇m0)
2 + m0

~∇m0 · ~∇
(1 − m2

0)



 m1 + 2m0(1 − m2
0)

~∇φ0 · ~∇φ1 =

− 4R2r0a

(r2
0 + R2)2

cos(α)δ(~r − ~r0), (3.21)

∇2φ1 − 2
m0

~∇m0

(1 − m2
0)

· ~∇φ1 = − a

r0

sin(α)δ(~r − ~r0). (3.22)

Ao considerar ~r0 = (0, 0), sin(α) = 0, sendo assim, a Eq. (2.21) tem como solução,

em coordenadas ciĺındricas, φ1 =cte. Assim, a Eq. (2.20) fica:

∇2m1 + 2





(~∇m0)
2 + m0

~∇m0 · ~∇
(1 − m2

0)



 m1 = 0. (3.23)

A equação acima têm duas soluções, o que leva a dois tipos de sólitons diferentes.

Para a solução trivial m1 = 0, têm-se o sóliton-P. A configuração deste é a mesma dos

sólitons tipo Belavin-Polyakov em todo espaço, exceto na origem, já que não há spin.

Isto corresponde, no mapeamento do espaço interno de spins no espaço f́ısico real, a

deixar um pedaço do espaço interno de fora do mapeamento, na região em torno de

m0 = −1. Isto leva a uma singularidade tipo vórtice no centro do sóliton. A outra
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solução posśıvel é:

m1 = b(R)(1 − m2
0) + d(R)[m0 + (1 − m2

0) ln(r/R)], (3.24)

onde as funções b(R) e d(R) devem ser ajustadas para manter as caracteŕısticas

do sóliton e levar em conta a presença da impureza não magnética em seu centro.

Primeiramente, exige-se na solução acima que m1 → 0 para r → ∞ para que o sóliton

mantenha uma das suas caracteŕısticas (m → 1 para r → ∞). Para tanto, faremos

d(R) = 0, o que satisfaz a condição acima e mantém a tendência m ∼= −1 perto da

origem. Devemos exigir também que m = m0 +m1 ≤ 1, o que implica em b(R) ≤ 0.5.

Esta solução é o sóliton-I que pode ser expresso por:

mI = m0 + b(R)(1 − m2
0), φI = ϕ. (3.25)

Os valores corretos para b(R) são obtidos ao minimizar a energia para cada valor de

R.

A energia do sóliton-P pode ser facilmente calculada através da hamiltoni-

ana 3.2 e é dada por:

EP = Es
R2

(R2 + a2)
. (3.26)

Já para o sóliton-I, o que deve-se fazer é usar a hamiltoniana 3.2, com m = mI

para calcular a energia do sóliton para cada valor de R, e minimizar em relação a

b. Nas figuras 3.3 e 3.4 estão plotados os valores de b que miniminizam a energia

e os valores da energia em função do tamanho do sóliton. Esta teoria também nos

permite comparar o tamanho dos sólitons. Para o sóliton-I, RI = [(1 + 4b2)1/2 −
2b]1/2R, e como 0 < b ≤ 0.5, RI < RP já que RP = R. Estes resultados, que foram

obtidos por Pereira e Pires [14], estão em pleno acordo qualitativo com os obtidos

por Subbaraman, Zaspel e Drumheller [37] através de outras técnicas. A pequena

discrepância quantitativa entre os resultados já era esperada devido ao contraste entre

o limite cont́ınuo e as considerações na rede discreta. Porém, os resultados obtidos na

rede discreta não nos dão expressões anaĺıticas para a configuração dos sólitons, mas
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Figura 3.3: Valores da função b(R) que miniminizam a energia do sóliton-I em função do

tamanho do sóliton R. (Ref. [14])

apenas expressões numéricas. No trabalho de Subbaraman, Zaspel e Drumheller [37]

os resultados obtidos mostram uma pequena redução da energia e do tamanho dos

sólitons quando comparados com os resultados aqui expostos.

Em resumo, nesta seção consideramos as interações entre uma impureza não

magnética e um sóliton em um antiferromagneto 2D. Os resultados obtidos por Pereira

e Pires [14] mostraram que há uma interação atrativa quando a distância entre o centro

do sóliton e a impureza é menor que R, e repulsiva para distâncias maiores. No caso

em que a impureza está localizada no centro do sóliton temos dois tipos diferentes

de sólitons, os sólitons-P e os sólitons-I. Em ambos os casos a energia destes é menor

que a energia de um sóliton quando não há impurezas, indicando uma tendência dos

sólitons se nuclearem nas impurezas.

3.2 Sólitons Oscilantes

Nesta seção consideraremos posśıveis efeitos na dinâmica dos sólitons na pre-

sença de impurezas. Mais especificamente consideraremos as impurezas localizadas

no centro do sóliton. Como há um potencial atrativo entre o sóliton e a impureza

para separações menores que o tamanho deste, e sendo energeticamente favorável
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Figura 3.4: Energia dos sólitons-P (linha sólida) e dos sólitons-I (linha pontilhada) em

função do tamanho destes. Estes resultados estão em acordo qualitativo com os obtidos nas

Ref. [37, 38]. (Ref. [14])

que estes apareçam no sistema como sólitons-P ou I, uma vez que a energia é menor

que a dos sólitons de Belavin-Polyakov, esperamos que parte dos sólitons em um

material fiquem confinados em uma região da ordem do seu tamanho R. A quanti-

dade de sólitons ”presos” sendo então proporcional à concentração de impurezas não

magnéticas. Por estes sólitons estarem confinados nesta região (a barreira energética

tende a infinito para uma separação igual a R), esperamos que flutuações térmicas

façam com que os sólitons entrem em um tipo de movimento oscilatório. O caso de

uma oscilação em geral, de qualquer amplitude, é dif́ıcil de ser tratado, uma vez que

envolve efeitos da discreteza da rede e além disso, a transformação dos sólitons-P ou

I em sólitons tipo Belavin-Polyakov na pressença de impurezas parece não ser de facil

tratamento. Iremos então nos restringir a pequenas oscilações.

Como já ficou claro, se a impureza estiver localizada exatamente no centro

do sóliton, teremos os sóliton-P ou I, com energia EP ou EI dependendo do tipo

de sóliton. No limite em que r0 → 0, consideraremos uma expansão da energia da

seguinte forma:

Er0→0(r0, R) ∼= Eα(R) +
1

2!
r2
0

(

d2E

dr2
0

)

r0=0

+
1

3!
r3
0

(

d3E

dr3
0

)

r0=0

+ . . . , (3.27)
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onde α = P ou I representa um dos dois tipos de sóliton. Esta expansão é interpretada

da seguinte forma: o primeiro termo é a massa de repouso do sóliton-P ou I, enquanto

os demais são atribuidos às interações entre os sólitons e a impureza (Uef (r0)) em

função da separação entre eles. Para separações pequenas, podemos desprezar termos

de ordem mais alta na expansão. A função completa para a energia, E(r0, R), deverá

ser uma interpolação suave entre a expansão Eq. (3.27) e a energia do sóliton para

r0 > a, Eq. (3.17), com a transição ocorrendo em r0 ≈ a. Se mantivermos a expansão

até o termo harmônico (segunda ordem), teremos:

(

d2E

dr2
0

)

r0=0

= K = 2
Es − Eα(R)

a2
+ 2Es

[

R2

√
5[R4 − (2a)4]

− R2

4(R2 + a2)2

]

, (3.28)

onde R > 2a. O potencial atrativo, quando consideramos pequenos deslocamentos,

sugere um tipo de interação onde os sólitons não ficariam estáticos. As impurezas

poderiam, além de deformar a estrutura do sóliton, exercer neste algum tipo de força

causando assim acelerações. Se considerarmos a força sendo proporcional a massa

vezes a aceleração, concluiŕıamos que o movimento deveria ser oscilatório pela forma

do potencial Eq. (3.27). Este comportamento Newtoniano de fato ocorre quando

considera-se excitações topológicas. Wysin, em alguns trabalhos [30, 39], mostrou

que vórtices, em sistemas de plano-fácil, movimentam-se da forma predita por uma

dinâmica Newtoniana convencional. Isto é, os movimentos do centro do vórtice en-

volvem uma força ~F e uma massa efetiva M obedecendo a seguinte relação:

~F = M
d~ν

dt
, (3.29)

onde ~ν é a velocidade do centro do vórtice. No caso dos vórtices, como já foi mostrado,

a energia depende do tamanho do sistema. Porém, no caso de vórtices fora do plano

(out-of-plane), em antiferromagnetos com baixas anisotropias o valor da energia pode

tender a um valor finito para sistemas muito grandes. Também foi mostrado por

Wysin [30, 39] que para movimentos hamônicos simples, a massa é dada por:

M =
K

ω2
0

, (3.30)
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onde ω0 é o modo de freqüência translacional e K é a constante elástica. O que

faremos aqui é considerar que estes resultados podem ser extrapolados para o caso

antiferromagnético isotrópico, com as devidas modificações uma vez que este é in-

variante de Lorentz. Já que o sóliton é uma estrutura localizada, sua massa deve

ser expressa por [15] M = E(R)/c2, onde c = 2πJa/h̄ é a velocidade das ondas de

spin com grandes comprimentos de onda. A modificação na massa que devemos fazer

é considerar, no caso do sóliton estar centrado na impureza, a energia EP ou EI ,

dependendo do tipo de sóliton, levando às massa MP ou MI .

Pela Eq. (3.27) conclúımos que pequenos deslocamentos do centro dos sólitons-

P ou I, levam a um acréscimo na energia. De fato, este acréscimo de energia cria

estados ligados entre os dois defeitos. Qualquer perturbação neste sistema, levaria

então a um deslocamento do centro do sóliton. Para deslocamentos muito menores que

o espaçamento de rede, o potencial é aproximadamente harmônico, com a constante

elástica K = (d2E/dr2
o)r0=0 sendo dada pela Eq. (3.28). Como a constante elástica é

escrita em função da energia EP ou EI , seria interessante obter uma única expressão

que inclúısse ambas. Na Ref. [37] foi mostrado que podemos escrever a energia dos dois

tipos de sólitons através da seguinte expressão: Eα = EsR
2/(r2 + a2

α), onde aα = aP

ou aI (aP = 0.23a, sóliton-P e aI = 1.01a, sóliton-I). Podemos agora escrever, a partir

da Eq. (3.30), as freqüências das pequenas oscilações (r0 << a) do centro dos sólitons,

estimadas como:

ωα =
√

2
c

a

[

a2
α

R2
+ (R2 + a2

α)

(

a2

√
5[R4 − (2a)4]

− a2

4(R2 + a2)2

)]1/2

. (3.31)

Na figura 3.5 estão plotadas as freqüências para os dois tipos de sóliton em função

do tamanho destes. Obviamente, sólitons maiores oscilam mais lentamente. Como

conseqüência, em geral, os sólitons-P oscilam mais lentamente que os sólitons-I.

A análise do espectro de pequenas perturbações (os mésons ou mágnons da

teoria) em uma excitação não linear exibe modos de freqüência zero (ω = 0) sempre

que a teoria exibe simetria cont́ınua. Mesmo sendo as energias dos sólitons invariantes

sob rotações em torno do eixo z, o mesmo não acontece para translações no plano x-y.
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Figura 3.5: Freqüências de oscilações em função do tamanho dos sólitons. A linha cheia

representa os sólitons-P e a pontilhada os sólitons-I.

Isto se deve à quebra da simetria translacional imposta pela presença da impureza

(não há como o sóliton se mover sem modificar sua energia, já que esta depende da

distância do centro do sóliton à impureza). Sendo assim, não há mais modos de

freqüência zero no plano x-y. Os modos oscilatórios dados pela Eq. (3.31) podem ser

considerados como sendo causados pela força exercida pela impureza, podendo assim

serem calculados independentemente do espectro de ondas de spin. Veremos isto

através do comportamento da terceira componente do vetor de Néel (n3 = m) quando

o centro do sóliton se desloca do centro da impureza por uma pequena quantidade

r0 ≪ a. Sendo esta uma oscilação em torno da impureza, podemos escrever: r0 =

A sin(ωαt), onde A é a amplitude de oscilação, a qual assumimos ser pequena. A

mudança da componente fora do plano (n3) do vetor de Néel quando o sóliton oscila,

pode ser obtida da seguinte diferença dependente do tempo ǫα(~r, t) = n3α(r0)−n3α(0).

Esta diferença pode ser facilmente obtida, e após uma linearização leva a:

ǫα(~r, t) ≈ Im[Aµ∂µn3α exp(−iωαt)]. (3.32)

Esta expressão mostra que se ωα for zero, a função n3α(Aµ) = n3α(0) + Aµ∂µn3α deve

descrever um sóliton que foi uniformemente transladado por uma pequena distância

no plano Aµ = (A1, A2) (modo translacional). Porém, nossos resultados apresen-

tam modos de freqüência não nulos (ωα), o que implica em n3α(Aµ) = n3α(0) +
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Aµ∂µn3α exp(−iωαt) levando a um movimento oscilatório do sóliton. Podemos dar

outra interpretação aos resultados obtidos. Ao invés de interpretarmos um movi-

mento oscilatório do sóliton, podemos pensar no movimento dos spins, ou seja, em

uma auto-função das ondas de spins adicionada à soluçao sóliton. Sendo assim, a pe-

quena perturbação ǫα(~r, t) = Aµ∂µn3α exp(−iωαt) pode ser vista como ondas de spin

fora do plano, com freqüências e momentos angulares bem definidos, em torno da

solução estática do sóliton n3α, quando este está centrado na impureza. Resumindo,

nesta interpretação teŕıamos um sóliton parado envolto por ondas de spin (magnons).

De fato, supondo Aµ = (0, A) e usando coordenadas ciĺındricas (r, ϕ), temos:

ǫα(~r, t) = Im

(

∂n3α

∂y
e−iωαt

)

= Im

(

4AR2r

(r2 + R2)2
ei(mφ−ωαt)

)

, (3.33)

onde m = ±1 é o canal de momento angular. Nesta interpretação, a equação acima

nos dá a deformação do sóliton em função do tempo. Em particular, se observarmos

o movimento dos spins em torno da impureza (ou do centro do sóliton), a direção

destes podem ser usadas para estimar a posição do centro do sóliton. A Eq. (3.33)

mostra que a amplitude das oscilações vai a zero quando r → ∞, descrevendo assim

modos de magnons que estão localizados no sóliton. As interações sóliton-impureza

podem induzir modos locais de magnons em torno das impurezas. As freqüências

destes modos locais dependem somente do tipo de sóliton (P ou I) e do tamanho. Em

uma rede discreta podemos escrever os posśıveis tamanhos dos sólitons como R = la

(l positivo e inteiro). Obtemos assim um espectro discreto de freqüências dados por:

ωα,l =
√

2
c

a

[

δ2
α

l2
+ (l2 + δ2

α)

(

1√
5(l4 − 16)

− 1

4(l2 + 1)2

)]1/2

, (3.34)

onde δα pode assumir os valores δP = 0.23 para o sóliton-P e δI = 1.01 para o

sóliton-I. Note que na equação acima l ≥ 3, uma vez que a presença da impureza

impede a formação de sólitons menores que 3a. Para l = 3, ωP,3 = 0.302c/a e

ωI,3 = 0.561c/a, enquanto para l = 4, ωP,4 = 0.197c/a e ωI,4 = 0.402c/a, que geral-

mente apresenta valores entre (1011 − 1013)s−1. É esperado que modos locais com

freqüências bem definidas sejam induzidos em torno de impurezas não magnéticas
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via sólitons. Ressonâncias nas freqüências caracteŕısticas podem ser, em prinćıpio,

detectadas em experimentos de ressonância de spin eletrônico ou de espalhamento

inelástico de neutrons.

A equação 3.31 mantêm certas similaridades com os resultado obtidos por

Wysin [30, 39] para vórtices em sistemas de plano-fácil. A configuração de spins de

um vórtice estende-se aos limites do sistema, fazendo com que sua inércia dependa do

tamanho deste. Conseqüentemente, a massa efetiva dos vórtices depende do quadrado

do raio do sistema, sendo assim, os modos de freqüência translacional diminuem com o

tamanho do sistema [30, 39]. No nosso caso, a massa depende do tamanho do sóliton,

e conseqüentemente a freqüência diminui com o tamanho do sóliton.

Os resultados aqui obtidos são válidos apenas para pequenos deslocamentos

(r0 ≪ a). Para considerarmos deslocamentos maiores, onde o centro do sóliton se

move por mais de um espaçamento de rede, r0 > a, devemos incluir termos não

lineares na força que atua no sóliton, além de efeitos de discreteza. Estes cálculos

estão fora das nossas intenções. Materiais magnéticos de camadas, como o composto

(CnH2n+1NH3)2MX4, onde M é um metal de transição e X é Cl ou Br, são sistemas

quase clássicos de spins para M = Mn2+ e X = Cl (o ı́on Mn têm spin 5/2), sendo

então um bom candidato para a detecção destes modos de vibração quando dopados

com ı́ons não magnéticos como Mg ou Cd.
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Caṕıtulo 4

Interações Vórtice-Impureza e sua

Influência na Transição de

Kosterlitz-Thouless em

Ferromagnetos de Plano-Fácil

4.1 Resultados Anaĺıticos

Neste caṕıtulo iremos descrever as interações entre vórtices planares e impurezas

não magnéticas em sistemas de plano-fácil e suas influências na transição de Kosterlitz-

Thouless. Os resultados para a interação serão obtidos para o modelo XY, mas

como trataremos vórtices planares, poderão se estender imediatamente para o modelo

do Rotor Planar e para o modelo de Heisenberg de plano-fácil 1. Já os resultados

para a transição de fase foram obtidos para o Rotor Planar, mas esperamos que

qualitativamente estes se estendam aos outros modelos planares. Nesta seção iremos

expor resultados anaĺıticos da interação entre um vórtice planar e uma única impureza

não magnética no modelo XY. Na próxima, compararemos os resultados anaĺıticos

com simulações feitas através de dinâmica molecular e do método de Monte Carlo.

1Os vórtices planares são estáveis para uma certa faixa de anisotropias em ferromagnetos de
plano-fácil [28, 29], porém, com a inclusão de impurezas, esta faixa de valores pode ser aumentada
devido à menor energia deste tipo de excitação [40, 41].
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Finalmente, na última seção aplicaremos o método de Monte Carlo para o modelo do

Rotor Planar com uma certa concentração de impurezas não magnéticas para verificar

os efeitos destas na transição de Kosterlitz-Thouless.

Para verificarmos como é a interação entre um vórtice planar e uma única

impureza não magnética, utilizaremos o mesmo método do caṕıtulo anterior para a

interação entre sólitons e impurezas. Partindo da hamiltoniana do modelo XY, já

com o potencial que representa a impureza [2], temos:

H =
J

2

∫

d2r





m2(~∇m)2

1 − m2
+ (1 − m2)(~∇φ)2 +

4

a2
m2



 V (~r), (4.1)

onde novamente o potencial V (~r) é dado por:

V (~r) =











1 se |~r − ~r0| ≥ b,

0 se |~r − ~r0| < b.
(4.2)

As equações de movimento, obtidas após a inclusão do potencial devido à impureza

ficam da seguinte forma [2]:

1

J

∂m

∂t
= (1 − m2)V (~r)∇2φ − 2mV (~r)~∇m · ~∇φ + (1 − m2)~∇V (~r) · ~∇φ, (4.3)

1

J

∂φ

∂t
=

2m2

(1 − m2)



~∇m · ~∇V (~r) + V (~r)∇2m +
V (~r)(~∇m)2

m
+

mV (~r)(~∇m)2

(1 − m2)





+2mV (~r)
[

4

a2
− (~∇φ)2

]

. (4.4)

Estamos interessados em soluções estáticas e planares destas equações, desta forma

faremos
∂φ

∂t
=

∂m

∂t
= 0 (4.5)

e m = 0 nas equações de movimento. Assim, chegamos a apenas uma equação, mais
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simples e compacta que as anteriores:

V (~r)∇2φ = −~∇V (~r) · ~∇φ. (4.6)

Aqui usaremos a mesma expressão, já com as devidas aproximações, para ~∇V (~r) do

caṕıtulo anterior:

~∇V (~r) ≈ a[r̂ cos(α) + ϕ̂ sin(α)]δ(~r − ~r0). (4.7)

Agora, consideraremos a Eq.(4.6) com V (~r) = 1 no lado esquerdo. Isto é válido

em todo plano exceto em uma pequena região em torno do ponto ~r0. Além disso,

vamos supor que devido à quebra de simetria imposta pela presença da impureza, a

estrutura do vórtice sofre uma pequena deformação2 φ1. Desta forma, substituiremos

φ = φ0 + φ1, onde φ0 = arctan(y/x) é a solução para um vórtice centrado na origem,

na Eq.(4.6). Assim:

∇2(φ0 + φ1) = −a~∇(φ0 + φ1) · [r̂ cos(α) + ϕ̂ sin(α)]δ(~r − ~r0). (4.8)

Usando o fato que ∇2φ0 = 0 e tomando ~∇(φ0 + φ1) ∼= ~∇φ0 = (1/r)ϕ̂, podemos

aproximar a equação acima da seguinte forma [2]:

∇2φ1 = − a

r0

sin(α)δ(~r − ~r0), (4.9)

ou

∇2

[

−2πr0φ1

a sin(α)

]

= 2πδ(~r − ~r0). (4.10)

Esta equação é facilmente resolvida se lembrarmos que em duas dimensões ∇2 ln(r) =

2πδ(~r). Desta forma chegamos a:

φ1(~r) = −a sin(α)

2πr0

ln

(

|~r − ~r0|
a

)

. (4.11)

2A suposição que a presença da impureza causa deformações na estrutura do vórtice não é essen-
cial. Mais adiante iremos tratar o mesmo problema porém sem leva-las em conta.
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Reescrevendo sin(α) em termos de r, φ, r0 e φ0, chegamos à solução para um vórtice

centrado na origem na presença de uma impureza não magnética localizada em ~r0:

φ = arctan(y/x) − a

2πr0

r sin(φ − φ0)

|~r − ~r0|
ln

(

|~r − ~r0|
a

)

. (4.12)

Podemos obter o potencial de interação do vórtice com a impureza através de:

Vef (r0) = EI − Eν , (4.13)

onde EI =
∫

(~∇φ)2V (~r)d2r é a energia do vórtice na presença da impureza e Eν =

πJ ln(d/a0) é a energia deste quando não há impurezas3. Após algumas aproximações

e tomando apenas o termo dominante, chegamos ao seguinte potencial de interação:

Vef (r0) ∼=
a2E3

ν

24π4J2

1

r2
0

. (4.14)

Os resultados até aqui obtidos [2] aplicam-se quando a impureza se encontra

a uma distância ~r0 do centro do vórtice. No caso da impureza estar localizada exa-

tamente no centro do vórtice, continuamos com simetria ciĺındrica, e desta forma,

apenas as interações em torno do núcleo do vórtice devem ser retiradas. Isto implica

em uma redução da energia uma vez que não há deformações na estrutura do vórtice.

Em resumo, o que encontramos é que ao considerarmos deformações no vórtice a in-

teração é repulsiva. Porém, a energia mı́nima do sistema é atingida quando o vórtice

está centrado na impureza. Nas figuras 4.1 e 4.2 estão representadas as configurações

do vórtice deformado para r0 = 1 e 5 respectivamente. Apesar do limite cont́ınuo

não ser válido em regiões tão próximas ao centro do vórtice, ponto (1,0), utilizamos

este para enfatizar a deformação. Vemos que esta só é significante quando r0 é muito

pequeno, e além disso, que a deformação é global, incluindo todo o sistema. É jus-

tamente nesta região, próxima ao centro do vórtice, que o limite cont́ınuo apresenta

divergências e falhas, sendo assim, consideraremos agora o caso em que o vórtice não

é deformado.

3Lembramos que o corte introduzido no cálculo da energia do vórtice quando não há impurezas
é a0 = 0.24a.
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Figura 4.1: Vórtice deformado localizado na origem (0,0) na presença de uma impureza

localizada em (1,0).

Para calcularmos o potencial de interação quando o vórtice não é deformado,

o que faremos é calcular a seguinte energia [3]:

EI =
J

2

[

∫

(~∇φ0)
2d2r −

∫

A(~r0)
(~∇φ0)

2dA(~r0)

]

, (4.15)

onde A(~r0) é a área de um ćırculo de raio a em torno do ponto ~r0 que representa a

presença da impureza não magnética. Estas integrais são facilmente resolvidas (vide

apêndice A.2) levando a:

EI = Eν +
πJ

2
ln

(

1 − a2

r2
0

)

, (4.16)

e conseqüentemente a um potencial efetivo atrativo dado por:

Vef (r0) =
πJ

2
ln

(

1 − a2

r2
0

)

(4.17)

para r0 > a. Se considerarmos grandes separações (r0 ≫ a), podemos aproximar

o potencial atrativo por Vef ≈ −(πJa2/2)(1/r2
0). Para a região próxima ao centro

do vórtice (r0 ≤ a), devemos considerar a impureza localizada exatamente no centro

do vórtice, assim, a energia é EI(0) = πJ ln(d/a), levando a um potencial efetivo

que ”prende”o vórtice à impureza Vef = EI(0) − Eν = πJ ln(0.24) = −4.48J [3].
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Figura 4.2: Vórtice deformado localizado na origem (0,0) na presença de uma impureza

localizada em (5,0).

Esperamos que a função completa do potencial de interação seja uma interpolação

entre o valor para o potencial quando a impureza está exatamente no centro do vórtice

e a Eq. (4.17). Para obtermos esta função completa, o que faremos é modificar a Eq.

(4.17) introduzindo uma constante b da seguinte forma:

Vef (r0) =
πJ

2
ln

(

1 − a2

r2
0 + b2

)

, (4.18)

com a condição de que

Vef (0) =
πJ

2
ln

(

1 − a2

b2

)

= πJln(0.24). (4.19)

Isto nos leva a uma equação válida para qualquer valor de r0 que satisfaz os valores

limites com b = 1.03a. Chegamos portanto ao seguinte potencial para uma impureza

a uma distância X do centro do vórtice:

V (X) =
πJ

2
ln

(

1 − a2

X2 + b2

)

. (4.20)

Este potencial apresenta um mı́nimo para X = 0 e cai rapidamente a zero pra X > 2a

como indica a figura 4.3.
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Figura 4.3: Potencial efetivo de atração entre um vórtice e uma impureza.

4.2 Simulações da Interação Vórtice-Impureza

Para verificarmos se realmente o vórtice sofre deformações globais ou não, simu-

lações se fazem necessárias. Geralmente as simulações servem como um tipo de labo-

ratório onde as teorias são testadas. Neste caso, simulações da dinâmica de um vórtice

na presença de uma impureza não magnética serão úteis não só para verificar as

aproximações feitas, mas também servirão como um guia para indicar se há ou não

deformações na estrutura.

As simulações foram feitas em uma rede quadrada de lado L=20 com um vórtice

planar inicialmente localizado no centro do sistema e uma impureza distante dois śıtios

deste. Para que o vórtice permaneça estável nas simulações, utilizamos condições de

contorno diagonais antiperiódicas [42]

~SL+1,y = −~S1,L−y+1, ~S0,y = −~SL,L−y+1,

~Sx,L+1 = −~SL−x+1,1, ~Sx,0 = −~SL−x+1,L, (4.21)

para todo 1 ≤ x, y ≤ L. Estas condições de contorno implicam em considerar que o

vizinho de um śıtio localizado na borda da rede seja o śıtio diagonalmente oposto a

ele, mas com um acoplamento antiferromagnético. A equação discreta de movimento
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para cada spin é dada por [12]:

d~Sm

dt
= ~Sm × ~Hef , (4.22)

onde

~Hef = −J
∑

n

(Sx
n êx + Sy

nêy) (4.23)

e êx e êy são vetores unitários nas direções x e y respectivamente. As equações de

movimento foram integradas numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de

quarta ordem vetorizado com um passo de tempo de 0.04J−1. A configuração inicial

utilizada está representada na figura 4.4. Nossos resultados mostram que a estrutura
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Figura 4.4: Configuração inicial t́ıpica utilizada. O quadrado representa a impureza não

magnética.

do vórtice não sofre grandes modificações próximo à impureza. O centro do vórtice

se move em direção à impureza, indicando um potencial efetivo atrativo como pode

ser visto nas figuras 4.5 e 4.6. Na figura 4.5 está representada a configuração após 70

passos de tempo e na figura 4.6 após 150. Devemos salientar que após 150 passos de

tempo o vórtice atinge o equiĺıbrio com o seu centro localizado na vacância. O ponto

chave desta simulação é que os resultados indicam que não há deformações significa-

tivas na estrutura do vórtice. Também calculamos a energia que ”prende”(pinning) o

vórtice à impureza (Vef (0)) à temperatuza zero para vários tamanhos da rede. Este

resultado está plotado na figura 4.7. Vemos da figura que esta barreira de potencial
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Figura 4.5: Configuração após 70 passos de tempo.
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Figura 4.6: Configuração após 150 passos de tempo.

tende a −3.54J no limite termodinâmico, o que está em razoável acordo com os resul-

tados anaĺıticos obtidos (−4.48J). Utilizando técnicas diferentes Wysin [40] encontrou

os valores aproximados -3.178, -1.937 e -5.174 J para redes quadradas, hexagonais e

triangulares respectivamente.

Para verificarmos as configurações de menor energia a baixas temperaturas

neste tipo de sistemas, utilizamos o método de Monte Carlo (MC). As simulações

foram feitas em uma rede quadrada de lado L=20 à temperatura T = 0.1J/kB (kB é a

constante de Boltzmann) usando o algoŕıtmo de Metropolis [33] usual com condições

de contorno diagonais antiperiódicas [42, 3]. As condições iniciais utilizadas foram

aleatórias, e devido às condições de contorno utilizadas, a baixas temperaturas, as
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Figura 4.7: Energia que ”prende”o vórtice (pinning) em função do tamanho da rede.

configurações de equiĺıbrio obtidas são vórtices ou antivórtices. Observamos que após

105 passos de MC estas configurações são atingidas. A figura 4.8 mostra a configuração
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Figura 4.8: Configuração de um vórtice obtida após 2 × 105 passos de MC. A impureza

está localizada em (13,12).

de equiĺıbrio de um vórtice obtida após 2×105 passos de MC com a impureza localizada

no śıtio (13,12). Na figura 4.9 está a configuração de equiĺıbrio de um antivórtice após

o mesmo número de passos mas com a impureza localizada em (12,10). Observamos

que em ambos os casos as configurações de menor energia são com o vórtice ou o

antivórtice centrados na impureza, o que está em pleno acordo com as previsões feitas

anteriormente.

Esperamos que a barreira de potencial que deve ser vencida para que o centro

do vórtice se desloque da impureza (pinning) não seja afetado por flutuações térmicas,
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Figura 4.9: Configuração de um antivórtice obtida após 2× 105 passos de MC. A impureza

está localizada em (12,10).

uma vez que depende apenas de interações magnéticas. As flutuações aumentam a

energia do sistema o que deve favorecer condições que induzam o vórtice a ”escapar”

da impureza.

Em resumo, nestas duas seções calculamos analitica e numericamente as in-

terações entre vórtices e impurezas. Ao considerarmos deformações na estrutura do

vórtice, verificamos que havia um potencial de interação repulsivo. Porém, ao descon-

siderarmos esta deformação, o potencial passa a ser atrativo. Simulações numéricas,

através de Dinâmica Molecular, mostraram que o potencial é atrativo, e que aparente-

mente não há grandes deformações na estrutura do vórtice. Já as simulações por

Monte Carlo mostraram que, como esperávamos, o estado de menor energia é quando

o vórtice ou antivórtice está centrado na impureza.

4.3 Simulações de Monte Carlo para o Modelo do

Rotor Planar

Para considerarmos o modelo do Rotor Planar com a presença de impurezas não

magnéticas, incluiremos em sua descrição uma nova variável σi. Esta variável têm a

seguinte propriedade: ela é 0 se o śıtio i for uma impureza e 1 caso contrário. Desta
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forma, obtemos a seguinte hamiltoniana:

H = −J
∑

<i,j>

σiσj cos(φi − φj). (4.24)

A determinação precisa da temperatura de transição de fase de Kosterliz-

Thouless, TKT , não é uma tarefa fácil, uma vez que neste tipo de transição as pro-

priedades termodinâmicas não apresentam picos pronunciados. Além disso, por exem-

plo, o pico do calor espećıfico encontra-se a uma temperatura cerca de 20% acima de

TKT . Uma forma de se extrair a temperatura cŕıtica correta foi proposta por Weber e

Minnhagen [43, 44] através do cálculo do módulo da helicidade (stiffness ou densidade

superfluida) definida como:

Υ =
∂2F

∂∆2
, (4.25)

onde F = −1/β ln Z é a energia livre do sistema (Z é a função de partição) e ∆ é um

pequeno giro em uma direção. Desenvolvendo a Eq. (4.25), chegamos a:

Υ =

〈

∂2H

∂∆2

〉

− β

〈(

∂H

∂∆

)2〉

− β

(〈

∂H

∂∆

〉)2

, (4.26)

onde β = 1/(kBT ). Introduzindo o giro na hamiltoniana da seguinte forma:

H = −J
∑

<i,j>

σiσj cos(φi − φj + ∆), (4.27)

temos no limite em que ∆ → 0:

Υ = − 1

2(N − n)
〈H〉 − 1

kBT (N − n)

〈





∑

<i,j>

σiσj sin(φi − φj)êi,j · x̂




2〉

− 1

kBT (N − n)

〈





∑

<i,j>

σiσj sin(φi − φj)êi,j · x̂




〉2

, (4.28)

onde N é o número de śıtios da rede, n é o número de impurezas não magnéticas, êi,j

é um vetor unitário que aponta do śıtio j ao śıtio i e x̂ é um vetor unitário na direção
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x. Sendo

− 1

kBT (N − n)

〈





∑

<i,j>

σiσj sin(φi − φj)êi,j · x̂




〉2

≈ 0, (4.29)

verificamos que a inclusão deste termo da Eq. (4.28) é desnecessária, uma vez que o

erro introduzido ao desconsiderarmos este é muito pequeno e o tempo computacional

gasto muito menor. Desta forma, utilizamos a seguinte expressão para o cálculo do

módulo da helicidade:

Υ = − 1

2(N − n)
〈H〉 − 1

kBT (N − n)

〈





∑

<i,j>

σiσj sin(φi − φj)êi,j · x̂




2〉

. (4.30)

As equações do grupo de renormalização de Kosterlitz [45] predizem que Υ apresenta

um salto do valor (2/π)Tc a zero na temperatura cŕıtica, ou seja:

lim
T→Tc

Υ

kBT
=

2

π
. (4.31)

Embora a Eq. (4.25) tenha sido obtida considerando-se o caso em que não

há impurezas, esperamos que sua extensão ao caso impuro seja válida. Argumentos

baseados na aproximação harmônica auto-consistente (SCHA) mostram que o módulo

da helicidade em TKT deve ser independente da concentração de impurezas (vide Ref.

[46]). Para calcularmos Υ utilizamos o algoŕıtmo de Metropolis usual como descrito

na seção 2.5 em uma rede quadrada de lado L com condições de contorno periódicas:

φL+1,y = φ1,y, φ0,y = φL,y (4.32)

φx,L+1 = φx,1, φx,0 = φx,L. (4.33)

Ou seja, o śıtio em uma das bordas têm como vizinho o śıtio na borda oposta. Uti-

lizamos 100 × L × L passos de MC para equilibrar o sistema, ou seja, para uma rede

com L = 60, cada spin foi visitado 3.6 × 104 vezes. Nestas simulações variamos a

temperatura em passos de ∆T = 0.1J/kB, e cada ponto mostrado nos gráficos repre-

senta a média sobre 2 × 105 configurações independentes. Em cada gráfico, quando

não representadas, as barras de erro são menores que o śımbolo usado.
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Figura 4.10: Módulo da helicidade Υ em função da temperatura T para redes com L = 30,

60 e 80 e 5% de impurezas. A linha sólida representa a curva (2/π)T e a curva pontilhada

são apenas guias para os olhos.

Na figura 4.10 estão os resultados das simulações de MC para Υ em redes com

5% de impurezas e L = 30, 60 e 80. A linha sólida representa a reta (2/π)T . O ponto

em que esta linha cruza a curva de Υ nos dá a estimativa da temperatura cŕıtica.

É claro que quanto maior a rede mais preciso será o resultado obtido. Porém, ao

analisarmos a figura 4.10 verificamos que a rede com L = 60 já nos fornece resultados

satisfatórios, muito próximos aos obtidos para a rede com L = 80. Deste ponto

em diante utilizaremos os sguintes śımbolos: ρ = n/N representará a concentração

de impurezas não magnéticas, Tc(ρ) é a temperatura cŕıtica para uma determinada

concentração e TKT será reservado para Tc(ρ = 0).

Inicialmente distribúımos as impurezas aleatoriamente pelos śıtios da rede. Na

figura 4.11 estão os valores de Υ em função da temperatura para várias concentrações

de impurezas. Como podemos verificar pela intersecção da reta (2/π)T com Υ (que

nos dá a temperatura cŕıtica), que Tc(ρ) diminui à medida que aumentamos ρ. Sabe-

mos também, que o módulo da helicidade é uma medida das correlações de fase do

sistema [44], e como era de se esperar a inclusão das impurezas diminuiu estas cor-

relações. Isto se deve ao fato de que as impurezas diminuem o número de vizinhos de

um śıtio (um śıtio vizinho de uma impureza passa a ter 3 interações ao invés de 4), e
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Figura 4.11: Módulo da helicidade Υ em função da temperatura T para redes com L = 60

com 0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 27%, 28%, 29% e 30% de impurezas aleatoriamente

distribúıdas. A linha sólida representa a curva (2/π)T e a curva pontilhada são apenas

guias para os olhos.

dessa forma, os spins próximos às vacâncias passam a ter flutuações maiores, diminu-

indo assim as correlações do sistema. Esperamos então que o aumento das flutuações

desordenem o sistema consideravelmente, diminuindo as correlações e implicando em

uma concentração cŕıtica de impurezas que leve a temperatura cŕıtica a zero. Na

figura 4.12 mostramos os resultados obtidos para a temperatura cŕıtica em função da

concentração de impurezas. Cada ponto neste gráfico representa a média sobre quatro

diferentes distribuições das impurezas para uma mesma concentração. Também foram

realizadas simulações com as impurezas agrupadas em um aglomerado para ρ = 0.2

e 0.3 (vide Fig. (4.13)). Neste caso, a temperatura cŕıtica praticamente não sofre

alterações com o aumento da concentração. Isto já era esperado, uma vez que as

impurezas estão confinadas em uma região da ordem de ρ × L2 e a fronteira entre a

região com impurezas e a região sem cresce com ρ×L. O que ocorre é que apenas os

spins próximos à fronteira entre as duas regiões irão ser influenciados pela presença

das impurezas. Isto não afeta as correlações entre os spins no resto do sistema, de-

vendo assim a transição ocorrer normalmente em regiões longe do aglomerado, com

esta persistindo para valores maiores de ρ comparados com os valores no caso de as im-
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Figura 4.12: Temperatura cŕıtica Tc em função da concentração de impurezas ρ para redes

60x60. Estes dados foram obtidos dos resultados das simulações mostradas na Fig. (4.11).

purezas estarem uniformemente distribuidas. De fato, é como se apenas uma pequena

região em torno do aglomerado sofresse influência da presença das impurezas devido

ao curto alcançe da interação, enquanto o resto do sistema não sente seus efeitos.

Como vimos anteriormente, a interação entre vórtices e impurezas caem rapidamente

a zero com a distância, e sendo os vórtices os responsáveis pela transição, a influência

das impurezas sobre a transição é pequena quando estas estão aglomeradas já que seu

efeito deverá atingir poucos vórtices.

Era de se esperar que a concentração cŕıtica de impurezas para a qual a tem-

peratura cŕıtica vai a zero correspondesse ao limiar de percolação do sistema, que

corresponde a uma concentração ρc = 0.41. A partir desta concentração não há

transições de fase no sistema já que não há mais aglomerados percolados de spins.

O método aqui utilizado mostrou que a temperatura cŕıtica vai a zero antes de atin-

girmos o limiar de percolação. Porém em um trabalho recente Berche et. al. [47],

utilizando o critério de Harris em simulações de MC, obtiveram em seus resultados

que a temperatura cŕıtica vai a zero próximo ao limiar de percolação. Neste trabalho,

porém, não foi feito um estudo detalhado na faixa de concentrações de impurezas

próxima à concentração cŕıtica. Investigações mais detalhadas da transição de fase se
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Figura 4.13: Módulo da helicidade em função da temperatura para redes com 20% e 30% de

impurezas formando um aglomerado comparados com os resultados com 20% de impurezas

aleatoriamente distribuidas e para o sistema sem impurezas.

fazem necessárias para podermos confirmar se a temperatura cŕıtica realmente vai a

zero antes da percolação do sistema.

Estas simulações [3, 4] foram realizadas no Laboratório de Computação e Simu-

lação do Departamento de F́ısica da UFJF. Gostaria de agradecer a colaboração dos

professores Sidiney, Pablo e Bismarck que colaboraram com grande parte dos cálculos

Monte Carlo apresentados neste caṕıtulo. No peŕıodo que estive em Juiz de Fora

pude aprender tais métodos, os quais estou aplicando em recente trabalho sobre o

modelo XY-Generalizado que está para ser submetido. Os resultados obtidos por

MC [48] vêm confirmando nossas previsões, feitas através da aproximação harmônica

auto-consistente, em um trabalho recentemente publicado [9].
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Caṕıtulo 5

Conclusões

No caṕıtulo 3 estudamos as interações entre sólitons e impurezas não magnéticas

em sistemas antiferromagnéticos isotrópicos. As freqüências das posśıveis oscilações

destes em torno das impurezas foram obtidas considerando-se pequenos deslocamen-

tos. Os compostos de camadas (CnH2n+1NH3)2 MX4, onde M é um metal de transição,

X é Cl ou Br, são sistemas quase clássicos de spin para M =Mn2+ e X =Cl (o ı́ons

Mn têm spin 5/2). Acreditamos que este composto, quando dopado com ı́ons não

magnéticos (como Mg ou Cd), sejam bons candidatos para detecção experimental dos

modos de vibração e testar nossa teoria. Pretendemos em trabalhos futuros, através

de um modelo fenomenológico que considere os modos vibracionais, calcular as in-

fluências destes na função correlação dinâmica. Esta teoria pode ser também relevante

em sistemas quânticos de spin [36, 49, 50]. De fato, a conhecida técnica de estados

coerentes de spin efetivamente substitui os operadores de spin por vetores clássicos

~S = (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ) e incorpora as propriedades quânticas através da

integral de caminho sobre todas as configurações espaço-temporais de (θ, φ). Impor-

tantes sistemas 2D que exibem magnetismo quântico são os supercondutores cupratos

a alta temperatura. Em particular, medidas recentes de ressonância magnética nu-

clear nestes compostos mostraram que a substituição de átomos de Cu2+ (Spin 1/2),

nos planos Cu − O, por impurezas não magnéticas como Zn2+ (Spin 0), aumentam

as correlações magnéticas em torno das impurezas [36]. Também sugerimos que estes

resultados podem ter alguma relevância no efeito Hall quântico, onde texturas de
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spins chamadas skyrmions desempenham um papel importante no gás de elétrons

bidimensional [50, 51].

No caṕıtulo 4 estudamos as interações vórtice-impureza em sistemas planares

ferromagnéticos. Através de métodos anaĺıticos e numéricos, verificamos que há um

potencial de interação atrativo entre estes dois ”defeitos”. Também estudamos através

do método de Monte Carlo a influência da presença de impurezas na transição de

Kosterlitz-Thouless. Verificamos que com o aumento da concentração de impurezas

a temperatura cŕıtica diminui. Porém estudos mais detalhados se fazem necessários,

uma vez que os resultados aqui obtidos mostraram que a temperatura cŕıtica vai a zero

antes do limiar de percolação, o que está em contradição com os resultados obtidos

na Ref. [47]. Nesta referência, não houve um estudo detalhado da transição nesta

faixa de concentração de impurezas. Outro ponto de grande importância que merece

um estudo detalhado é a origem do pico central na função correlação dinâmica [19,

13, 23, 24], onde a presença de impurezas pode ser decisiva na verificação do real

papel desempenhado pelos vórtices. Outra forma posśıvel de verificarmos a influências

de vórtices no pico central pode ser através do modelo XY-Generalizado [9]. Neste

modelo, cálculos preliminares através do método de Monte-Carlo [48], mostraram que

com a variação de um parâmetro de generalização a densidade de vórtices aumenta

abruptamente, o que pode modificar a forma do pico central.
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Apêndice A

Desenvolvimento de Algumas

Equações

A.1 Equações de Movimento

Partindo da densidade hamiltoniana

h =
J

2





m2(~∇m)2

1 − m2
+ (1 − m2)(~∇φ)2 +

4

a2
m2



 , (A.1)

e das equações
∂m

∂t
= −δh

δφ
= −~∇ ·

[

∂h

∂~∇φ

]

+
∂h

∂φ
, (A.2)

∂φ

∂t
=

δh

δm
= ~∇ ·

[

∂h

∂~∇m

]

− ∂h

∂m
, (A.3)

calculamos:
∂h

∂φ
= 0, (A.4)

∂h

∂m
=

J

2





2m(1 − m2)(~∇m)2 + 2m3(~∇m)2

(1 − m2)2
− 2m(~∇φ)2 8

a2
m



 , (A.5)

∂h

∂~∇φ
=

J

2

[

2(1 − m2)(~∇φ)
]

, (A.6)
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e
∂h

∂~∇m
=

J

2





2m2(~∇m)

1 − m2



 . (A.7)

Assim, temos que:

~∇ ·
[

∂h

∂~∇φ

]

= J
[

(1 − m2)∇2φ − 2m(~∇m) · (~∇φ)
]

(A.8)

e

~∇ ·
[

∂h

∂~∇m

]

= J





2m(1 − m2)(~∇m)2 + m2(1 − m2)(∇2m) + 2m3(~∇m)2

(1 − m2)2



 . (A.9)

Combinando as equações acima, chegamos a:

1

J

∂m

∂t
= (1 − m2)∇2φ − 2m~∇m · ~∇φ, (A.10)

1

J

∂φ

∂t
=

∇2m

(1 − m2)
−∇2m +

m(~∇θ)2

(1 − m2)2
+ m(~∇φ)2 +

4m

a2
. (A.11)

Para as demais equações de movimento obtidas no texto o procedimento é basicamente

o mesmo, inclusive quando as equações de movimento são obtidas da densidade La-

grageana. Nos demais casos, também há a presença do potencial devido à impureza,

que assim como as demais funções deve ser derivado (nos passos correspondentes as

Eqs. A.8 e A.9).

A.2 Energia de um vórtice não deformado

Para calcularmos

EI =
J

2

[

∫

(~∇φ0)
2d2r −

∫

A(~r0)
(~∇φ0)

2dA(~r0)

]

, (A.12)

onde φ0 = arctan(y/x) = ϕ representa um vórtice não deformado e A(~r0) é a área de

um ćırculo de raio a em torno do ponto ~r0, que representa a presença da impureza
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não magnética, fizemos o seguinte: em coordenadas ciĺındricas (r, ϕ), calculamos

~∇φ0 = ϕ̂
1

r

∂ϕ

∂ϕ
+ r̂

∂ϕ

∂r
=

1

r
ϕ̂. (A.13)

A partir do resultado acima a primeira integral em A.12 é feita em todo o plano,

levando a:
∫ d

a0

∫ 2π

0
(~∇φ0)

2dϕrdr = 2π
∫ d

a0

1

r
dr = 2π ln

(

d

a0

)

. (A.14)

Na integral acima foi introduzido um corte a0 devido à singularidade da solução

vórtice no limite cont́ınuo. Este resultado, quando multiplicado por J/2, é exata-

mente a energia de um vórtice no sistema sem impurezas (Eν). Para calcularmos

a segunda integral em A.12, devemos escrever |~r| em termos de r0, r′ e ϕ′, onde r′

e ϕ′ são as coordenadas (ciĺındricas) do referencial localizado em ~r0. Utilizando as

coordenadas descritas acima, podemos escrever r =
√

r2
0 + r′2 − 2r0r′ cos(π − ϕ′) =

√

r2
0 + r′2 + 2r0r′ cos(ϕ′), assim temos:

∫

A(~r0)
(~∇φ0)

2dA(~r0) =
∫ a

0

∫ 2π

0

1
√

r2
0 + r′2 + 2r0r′ cos(ϕ′)

dϕ′r′dr′, (A.15)

= 2π
∫ a

0

1
√

(r2
0 + r′2)2 − (2r0r′)2

r′dr′ = π ln

(

1 − a2

r2
0

)

. (A.16)

Finalmente, a energia do vórtice não deformado na presença de uma impureza não

magnética, que não está localizada no centro deste é dada por:

EI = Eν +
πJ

2
ln

(

1 − a2

r2
0

)

. (A.17)
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