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Resumo

M()L, Lucas Alvares da Silva, Universidade Federal de Vigosa, margo, 2004. Estudo de
Materiais Magnéticos de Baixa Dimensionalidade Dopados com Impurezas
nao Magnéticas. Orientador: Afranio Rodrigues Pereira. Conselheiros: Marcelo Lo-
bato Martins e Ricardo Reis Cordeiro.

A presenga de impurezas nao magnéticas em materias magnéticos com compor-
tamento de baixa dimensionalidade pode alterar drasticamente suas propriedades. Por
exemplo, a substituicao dos fons magnéticos Cu?* por fons nao magnéticos, aumen-
tam as correlacoes antiferromagnéticas em cupratos supercondutores. Neste trabalho,
tratamos das interagoes entre impurezas nao magnéticas e excitacoes topoldgicas, além
de investigarmos alguns de seus efeitos nas propriedades do sistema. Encontramos as
freqiiéncias caracteristicas de possiveis oscilagoes de sélitons em torno de impurezas
em antiferomagnetos isotrépicos. Ja as interacoes impurezas-vortices, em ferromag-
netos planares, mostraram-se atrativas, o que leva a uma reducao na temperatura de

transicao de fase de Kosterlitz-Thouless.
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Abstract

M()L, Lucas Alvares da Silva, Universidade Federal de Vigosa, march, 2004. Study of Low
Dimensional Magnetic Materials Doped with non Magnetic Impurities. Ad-
viser: Afranio Rodrigues Pereira. Committee members: Marcelo Lobato Martins and
Ricardo Reis Cordeiro.

The presence of non-magnetic impurities in low-dimensional magnetic materials
can drastically change their properties. For example, when Cu?* ions was substituted
by non-magnetic ones, antiferromagnetic correlations are enhanced in high-T, cuprate
superconductors. In this work, we deal with the interactions between non-magnetic
impurities and topological excitations and also investigate some of their effects on the
properties of the system. We found the characteristics frequencies of possible oscilla-
tory motions of solitons around non-magnetic impurities in isotropic antiferromagnets.
The impurity-vortex interaction, in planar ferromagnets, was found to be attractive,

what led to a reduction of the Kosterlitz-Thouless phase transition temperature.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas fisicos em baixas dimensoes despertam grande interesse da comu-
nidade cientifica. Muitos destes sistemas apresentam caracteristicas inesperadas tais
como transicoes de fase de ordem topoldgica. A baixa dimensionalidade, em alguns
destes, pode facilitar um tratamento tedrico exato, o que permite estabelecer uma
relacdo mais concisa com as experiéncias realizadas. Porém, mesmo com a reducao
da dimensionalidade, resultados exatos dificilmente sao obtidos, levando-nos muitas
vezes a utilizar métodos aproximados e/ou numéricos. Atualmente hd uma grande
variedade de sistemas que apresentam comportamento quase uni ou bidimensionais.
Como exemplos podemos citar os supercondutores, filmes superfluidos de He*, cristais
liquidos, materiais magnéticos etc. Entre estes, o magnetismo desperta grande inte-
resse devido a variedade de materiais com caracteristicas de baixa dimensionalidade
e as possiveis aplicacoes tecnoldgicas em armazenagem e transmissao de dados.

Geralmente pode haver diferencas entre resultados tedricos e experimentais.
Esta reside, muitas vezes, no fato de que a maioria dos modelos tedricos nao incluem
em sua formulacao termos que levem em conta impurezas contidas nas amostras uti-
lizadas pelos experimentais. A presenca de impurezas deve-se principalmente as di-
ficuldades encontradas na fabricacao de amostras. Nos processos de crescimento de
cristais por exemplo, a presenca, algumas vezes indesejada, de &tomos ou moléculas de
elementos que nao estao na constituicao original deste cristal é constante. Os efeitos

na estrutura e nas propriedades dos cristais causados por estes ” defeitos” muitas vezes



nao podem ser previstos pela teoria.

Por exemplo, qual seria o efeito causado em um ferromagneto de plano-facil com
uma determinada concentracao de atomos nao magnéticos? Serd que este material
vai apresentar uma transicao de fase do tipo Kosterlitz-Thouless? Se apresentar, a
temperatura critica sera afetada pela concentragao destas impurezas? Estas perguntas
devem ser respondidas e explicadas. Para tanto, a construcao de modelos que possam
prever este comportamento é de grande importancia. A intencao deste trabalho reside
exatamente em tentar responder algumas destas.

Os trabalhos que serao aqui discutidos, resultaram em quatro publicagoes em
revistas cientificas internacionais [1, 2, 3, 4]. Nestes trabalhos houve a colaboragao
dos professores Afranio Rodrigues Pereira [1, 2, 3, 4], Winder A. Moura-Melo [1],
Antonio S. T. Pires [2], Sidiney A. Leonel [3, 4], Pablo Z. Coura [3, 4] e Bismarck Vaz
da Costa [3, 4]. O ponto principal nestes trabalhos foi a consideragao da presenca de
impurezas nao magnéticas em modelos do tipo Heisenberg, com uma atencao especial
na interagao entre estas e excitagoes topoldgicas como voértices e sélitons. Na Ref. [1],
tratamos das possiveis oscilagoes de sélitons em torno de uma impureza nao magnética
em antiferromagnetos isotrépicos. J& nas Refs. [2, 3] as interagbes entre vértices
e impurezas no modelo XY foram consideradas. E na Ref. [4] foi considerada a
influéncia de uma certa concentracao de impurezas na transicao de Kosterlitz-Thouless
do modelo do Rotor Planar. O texto a seguir sera basicamente uma releitura destes
trabalhos, porém, de uma forma mais didatica e completa. Ao leitor interessado em se
aprofundar no assunto aconselhamos, além deste trabalho, a leitura das Ref. [1, 2, 3, 4].

O texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2 iremos fazer uma
revisao sobre sistemas magnéticos em baixas dimensoes e das técnicas utilizadas no seu
estudo. No capitulo 3 trataremos as interacoes entre sélitons e impurezas e algumas
de suas conseqiiéncias na dinamica destes em antiferromagnetos isotrépicos [1]. No
capitulo 4 o tema sera as interagoes entre vértices e impurezas [2, 3] no modelo XY
ferromagnético, e a transi¢cdo de Kosterlitz-Thouless [4] no modelo do Rotor Planar,
também ferromagnético, com impurezas. E finalmente no capitulo 5 apresentamos as

conclusoes.



Capitulo 2

Consideracoes (Gerais

2.1 Sistemas de Baixa Dimensionalidade

As propriedades magnéticas de materiais com momentos magnéticos localiza-
dos deve-se principalmente a interacao de troca. Ao contrario do que se esperava,
foi verificado que a interagao dipolar nao é suficiente para produzir ordenamento
magnético a temperatura ambiente. Esta seria capaz de causar ordenamento ape-
nas a baixissimas temperaturas (poucos graus Kelvin), sendo entao responsével pela
formagao de dominios magnéticos [5]. A interacao de troca origina-se de efeitos
quanticos, mais especificamente, a superposicao de funcoes de onda e a repulsao
coulombiana [5]. Sendo assim, esperamos que esta interagao seja relevante apenas
a pequenas distancias, ou seja, que em uma rede cristalina apenas os ions magnéticos
mais proximos contribuam significantemente para os efeitos magnéticos observados.
Sabemos que, além da interacao de troca, campos magnéticos internos, produzidos
pela prépria formacao da rede cristalina, e externos podem fazer com que os spins
tenham uma direcao preferencial para apontarem, ou seja, o cristal passa a ter uma
anisotropia. A existéncia de materiais com comportamento de baixa dimensiona-
lidade deve-se entao ao curto alcance da interacao de troca. Este comportamento
ocorre quando camadas ou cadeias de materiais magnéticos estao separadas por ra-
dicais organicos ou ions de metais alcalinos. Alguns exemplos de materiais com este

comportamento serao dados e as caracteristicas estruturais que levam a este serd



analisada.

Como exemplos, podemos citar os compostos com estrutura ABX3 que formam
uma grande classe de magnetos unidimensionais, apresentando varios valores para
a constante de acoplamento entre vizinhos préximos (interagdo de troca), para a

constante de anisotropia interna e para o spin dos ions magnéticos. A figura 2.1 mostra

Ir €3 Cs" WICH LN
o NI [Mndt)
. 57 (CL)

Figura 2.1: Exemplo de um material magnético 1D (TMMC).(M. Steiner and A. R. Bishop)

a estrutura geral desta classe de materiais. Nestes compostos, A representa Rbt, C's™,
(NH,)" e (CH3),H)"; B: (metais de transigao )>™; e X representa C1~, F'~ e Br™.
A estrutura hexagonal destes compostos reflete suas caracteristicas unidimensionais
através das cadeias formadas pelo compartilhamento das faces dos octaedros (BXg).
A formacao destas cadeias leva a uma interagao de troca forte entre os fons metalicos
(B). Como estas camadas estao relativamente distantes umas das outras, devido aos
ions A, a interacao intracadeias é mais forte que a interacao intercadeias, o que leva
estes materiais a exibirem caracteristicas quase unidimensionais.

Podemos também aplicar as consideracoes acima a sistemas bidimensionais.
Um exemplo de material com caracteristica quase bidimensional é o Tetrafluoreto de
Niquel e Potdssio (KoNiFy), que estd representado na figura 2.2. Neste material, os

octaedros de (NiFg) estao ligados em uma rede bidimensional dividindo vértices co-
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Figura 2.2: Exemplo de um material magnético 2D (Ko NiFy).(M. Steiner and A. R. Bishop)

Cristais 1D Cristais 2D
Material Spin(S) Material Spin(S)
CUSO4.5H20 ]_/2 KQMTLF4 5/2
a — Cu.N.Sal 1/2 KyNiFy 1
CsNiCls 1 RbsMnFy 5/2
CsNiF3 1 BaCoy(Poy)s 1/2
CSNZCZ;;ZHQO 5/2 BCZOOQ(ASO4)2 1/2

Tabela 2.1: Exemplos de materiais magnéticos uni e bidimensionais com seus respectivos
valores de spin.

muns. Neste caso, dois efeitos diminuem a interagao entre planos: primeiro, a camada
de potdssio (K) afasta as camadas magnéticas (INi) umas das outras; e segundo, a
camada que contém o ion de niquel no centro da célula esta efetivamente desacoplada
das camadas inferior e superior, porque, sendo as camadas antiferromagnéticas, elas
se anulam em primeira ordem.

Na tabela 2.1 estao alguns exemplos de materiais magnéticos com comporta-

mento quase uni ou bidimensionais com seus respectivos valores de spin.



2.2 Sistemas Magnéticos Bidimensionais:

O Modelo de Heisenberg

As propriedades dos materiais magnéticos sao completamente especificadas
pelas leis da mecanica quantica. Porém, o tratamento de um sistema macroscopico real
contendo milhdes de particulas torna-se inviavel através destas. Assim, simplificagoes
se tornam essenciais no estudo destes sistemas. Pode-se mostrar que a interagao de
troca, a principal responsavel pelas propriedades magnéticas dos materiais com mo-
mentos magnéticos localizados, leva a uma interacao do tipo S - gj, onde §Z ¢ o spin
do ion localizado no sitio i. Como uma extensao desta interacao temos o modelo de

Heisenberg, que é definido pela seguinte hamiltoniana:
H=+J Y S-S, (2.1)

onde o somatoério é tomado sobre os vizinhos mais proximos, J > 0 é a constante de
acoplamento entre vizinhos préximos e impomos o vinculo nao linear S? = (S%)? +
(5¥)? + (S%)? = 1. Argumentos para a forma da interacao e do modelo podem ser
obtidos nas Refs. [5, 6]. O sinal positivo na hamiltoniana representa um acoplamento
antiferromagnético, uma vez que a energia minima do estado fundamental é atingida
quando os spins se alinham antiparalelamente (571 . 5'] = —1). Pelo mesmo raciocinio
percebemos que, com o sinal negativo, temos um acoplamento ferromagnético.
Podemos introduzir neste modelo um termo para levar em consideracao a pre-
senga de anisotropias (existéncia de uma dire¢ao preferencial para os spins apontarem).

Neste caso, a hamiltoniana 2.1 para um ferromagneto fica da seguinte forma:

H=-JY (S-S — \S:5%). (2.2)
<i,j>

Através da Eq. (2.2) os seguintes modelos sao definidos:

e Quando A = 0 temos o modelo de Heisenberg isotrépico, definido pela hamilto-

niana 2.1 que é caracterizado por nao haver neste nenhuma diregao preferencial
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Figura 2.3: Rede quadrada 2D ferromagnética com interagao entre primeiros vizinhos.

para os spins apontarem.

e Quando A = 1 a hamiltoniana ¢ a seguinte:

H=—JY (5757 +575Y). (2.3)

<>
Neste caso pode-se obter dois modelos distintos. No modelo XY o vinculo é
S? = (S%)% + (5Y)% + (S%)2 = 1, ou seja, hd as trés componentes de spin. J4 no
modelo do Rotor Planar o vinculo é S? = (5%)% + (S%)% = 1, ou seja, nao hé a

terceira componente de spin e portanto os spins estao confinados no plano.

e Para 0 < A < 1, temos o modelo de Heisenberg de plano-facil, que é carac-
terizado pela preferéncia dos spins se alinharem paralelamente ao plano como

esquematizado na figura 2.3. A hamiltoniana neste caso é dada pela Eq. (2.2).

e Para \ < 0, temos o modelo de Heisenberg de eixo-facil, que é caracterizado pela
preferéncia dos spins se alinharem perpendicularmente ao plano (dire¢ao z) como

esquematizado na figura 2.4. Novamente a hamiltoniana é a da Eq. (2.2).

Nestes modelos a interagao com um campo magnético externo pode ser intro-
duzida através de um termo proporcional a Y, B - S;. Vale ressaltar que a dinamica

dos spins ¢é obtida através da equagao quantica de movimento:

— = ;[S,H], (2.4)
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Figura 2.4: Representagao de um sistema ferromagnético de eixo-facil.

onde H ¢é o hamiltoniano do modelo em questao, i ¢ a constante de Planck e [§ JH) =
SH — HS é o comutador de S e H. Lembrando que a relacao de comutagao entre os
operadores de spin S%, S¥ e S* ¢ dada por [S, SP] = ihe, 5,57, onde €, 6 igual
a 1 se a, (e~ forem ciclicos e -1 caso contrario. Percebemos entao que no modelo
do Rotor Planar nao ha dinamica, uma vez que como nao existe a componente S?,
% =0 ([5*,9Y] = 0).

Sistemas macroscopicos sao geralmente constituidos por cerca de 10?3 particulas.
Sendo assim, seu tratamento matemaéatico, mesmo através dos modelos propostos
acima, nao é facil. Geralmente, recorre-se ao tratamento destes e outros modelos
através de técnicas aproximadas, como a aproximagao de campo médio [7], apro-
ximag¢ao harmonica auto-consistente (SCHA) [8, 9, 10, 11], métodos computacionais
como o método de Monte Carlo [3, 4, 8, 12], entre outras. Podemos também tratar
estes modelos de uma forma analitica através de uma teoria de campo que os repro-
duza [13, 14, 15]. O uso de uma teoria de campo justifica-se, j4 que esta descreve
um sistema com infinitos graus de liberdade, e em um sistema composto por cerca de
10?3 particulas podemos considerar infinitos graus de liberdade em uma primeira apro-
ximagao. Outra aproximacao possivel é tratar os modelos considerando-se que os sitios
da rede sdo compostos por spins com elevados nimeros quanticos (5/2 por exemplo).
Desta forma podemos desconsiderar o principio da incerteza, ou seja, assumimos que
podemos conhecer as trés componentes de spin simultaneamente. Os sistemas onde

esta ultima aproximacao se aplica sao comumente referidos como sistemas classicos



de spin, e serao estes o foco deste trabalho.

Uma forma de se obter uma teoria de campo correspondente a estes modelos
é considerar o limite continuo. Isto é feito assumindo-se que o espacamento de rede
(distancia entre dois sitios em uma rede quadrada) é desprezivel, e considerar que
a direcao de spins vizinhos varia lentamente. Isto corresponde a analisar a regiao
de grandes comprimentos de onda e baixas energias destes sistemas, sendo aplicados
portanto a faixa de baixas temperaturas. Vamos agora obter o limite continuo do
modelo de Heisenberg isotrépico. Partindo de sua hamiltoniana, Eq. (2.1), vamos
considerar o spin no sitio ¢ interagindo com os spins i + 1, no sitio a direita, + — 1 no
sitio a esquerda, 7 + 2 no sitio acima e ¢ — 2 no sitio abaixo, em uma rede quadrada,

como representado na figura 2.3. Definindo

T = 57(Si + Sity) + 57 (52 + Sits), (2.5)

onde a = z,¥, z, podemos, em uma aproximagcao continua, escrever:

95%  a?9*S2

P — .. 2.
Si =8 +a oz + 2 Ox? tee (2:6)
N . 0S¥  a?9*Sy
0S*  a? 9?8
sy =S8 L —— 4. 2.
i4+2 i +a ay + 2 ay2 -+ ; ( 8)
05 a%9*S¢
&, =97 — L — 2.
1—2 SZ a ay + 2 ayg ) ( 9)
onde a é o espacamento de rede. Temos entao que:
0%52 0?52
o o Qo 2 7 a a Qo 2 7 o
T , a® [9*S¥  9*S¢
[ ! - i v a 11
5 2(S%)° + 5 [ 92 + B S; (2.11)

Agora, considerando as trés componentes de spin, (7%, TY e T*) e substituindo a soma



na Eq. (2.1) por [ [ = drdy — d;, temos:

. i 928« 928« . dr
= =27 [(87)+ (87 + (57 a———/zla@a ]5?
d?r 0’5« 9%Se d*r
- —QJ/SQ— - —/E: [aﬁ ]Sa? (2.12)

onde S' = 5% S% =S¥ e S? = S*. O indice i foi omitido pois qualquer sitio pode
agora ser considerado, e sendo assim, dividimos o resultado acima por 2, ja que cada

par de sitios (5’1 . 5'3) foi contado duas vezes. Integrando os termos da ultima integral

/dﬁQSa — /(%‘jf@. (2.13)

O termo —2J [ S G2 d 5+, que é a energia do estado fundamental do sistema, é infinito para

por partes, temos:

uma rede infinita, uma vez que estamos impondo o vinculo ndo linear 52 = |S | =1,

e deve ser subtraido da hamiltoniana original. Assim, obtemos:

8S” 85>\
d*r, 2.14
=3I () (%) @29
que pode ser reescrito da seguinte forma:
-3 / (95)d p=1,2, (2.15)

onde 0; = a% e 0y = a%' Este é um conhecido modelo de teoria de campos, o modelo
O(3) nao linear, ou modelo ¢ nao linear. Este modelo desperta grande interesse nos
tedricos de particulas devido a sua grande analogia a teoria de Yang-Mills em quatro
dimensoes.

Do mesmo modo feito anteriormente, podemos obter o limite continuo dos

outros modelos citados. Em especial para o modelo XY, chegamos a:
i / asa (05 ?
Xy =5 ay

10

a

%(52)2} d*r. (2.16)



Agora, parametrizando o spin por dois campos escalares, m e ¢, como S = (v/1 — m? cos ¢,

V1 —m?2sin ¢, m?), obtemos:

m?(Vm)?2

oo (- m?)(Ve)? + —m?| , (2.17)

J
HXY:?/dZT

S _ D4 05
ondeV——x—i—a—yy.

x

Para obtermos as equagoes de movimento para os campos m e ¢, partimos da

equacao de movimento quantica

—

as i

o (S, h], (2.18)

I~

onde h ¢é a densidade hamiltoniana dada por:

+ (1 =m?)(Ve)? + 42| (2.19)

. J m?(Vm)?
2 a?

1 —m?

Tomando o limite classico, ou seja, fazendo S - oo, h—0e hS — cte, temos[16]:

s = Oh

onde % é a derivada funcional de h. Assim, as equagoes de movimento se reduzem

a[16]:
om oh - | Oh oh
gm __O0h _ g | 2| o 2.21
o~ 60 [av¢] 96 (221)
dp  oh = | Oh oh
E_%_v'[ava]_a—m’ (2.22)

onde as varidveis m e ¢ constituem um par de varidveis canonicamente conjugadas.
Podemos agora escrever as equagoes de movimento para estes campos escalares (vide

apéndice A.1):

%aa_? = (1= m*)V?p — 2mVm - Vo, (2.23)
104 V2m ) m(ﬁe)Q L ., 4m
Jot T dmy) T g TV (2.24)
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Estas equagoes, juntamente com a hamiltoniana 2.17 constituem uma teoria de campos
escalares (m, ¢) correspondente ao modelo XY.

Este desenvolvimeto foi realizado considerando-se o caso ferromagnético. Para
tratarmos o caso antiferromagnético, devemos substituir o campo de spins S pelo
vetor de Néel definido como 7 = %(571 — S,), onde os sub-indices referem-se a sub-
redes diferentes. Este vetor representa a magnetizacao de sub-rede, que no limite de

baixas temperaturas e campos externos fracos representa o campo de spins [17].

2.3 Excitacoes nao Lineares

Alguns dos modelos descritos anteriormente, apresentam como solucgoes devido
a sua baixa dimensionalidade e nao linearidade, excitacoes topoldogicas nao lineares.
Algumas destas comportam-se como pseudo-particulas, e tém grande relevancia nas
propriedades dinamicas e estéticas dos sistemas [19, 20, 21]. Como exemplo, podemos
citar o modelo de Heisenberg isotropico descrito pela hamiltoniana 2.1. Neste mo-
delo, Belavin e Polyakov em um trabalho muito interessante [18], obtiveram usando
argumentos topolégicos, solugoes estaticas de energia finita denominadas Sdlitons. A
idéia central utilizada para obter este tipo de excitagao foi procurar por configuracoes
nas quais os spins estejam alinhados no infinito. Isto foi conseguido através do ma-
peamento estereografico do espago interno dos spins (esfera de spins) no espago fisico

real (plano bidimensional), como representado na figura 2.5. Neste caso, terfamos

Figura 2.5: Mapeamento do espago dos spins (esfera de spins) no espaco fisico (plano 2D).
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uma configuracao na qual os spins no infinito apontam para cima enquanto o spin

localizado na origem aponta para baixo, como representado na figura 2.6. O mapea-

bt
1'*"’;‘:\1 i.r’\"';“JW
b2 o by )
CZEXWIEEY
{1 /,f "’:..-“'*-‘\} if“r‘f‘:“ \:\ ++
1/ EEE \1

Figura 2.6: Séliton com carga topolégica Q = 1.

mento caracteriza uma carga topoldgica () que indica quantas vezes a esfera de spins
é coberta pelo plano fisico. Ja a distancia ao centro do séliton na qual os spins estao
paralelos ao plano, caracteriza o seu tamanho (R). Matematicamente, um séliton
com carga topologica () = 1 na origem do plano é representado, quando os spins sao
parametrizados pelos campos m e ¢, por:

7‘2—R2

_ ¥
= m, ¢ = arctan (1‘) s (225)

onde R é o tamanho do séliton e r = y/x? + y? é a distancia de um ponto qualquer
do plano ao centro do séliton. Pode-se mostrar que esta estrutura tem energia finita,
igual a 47JS?, que nao depende do tamanho do séliton devido & invariancia de escala
do modelo.

Nos modelos de plano-facil, as excitagoes topoldgicas que surgem sao deno-
minadas vdrtices. Os vortices, apesar de nao terem energia finita como os solitons,
contribuem significantemente para as propriedades dos sistemas, sendo inclusive res-
ponsdveis por uma transicao de fase, a transicao de fase de Kosterlitz-Thouless [22].
Além disso acredita-se que estes sao responsaveis pelo pico central na funcao cor-

relagdo dinamica [19, 13, 23, 24], observado em simulagoes de Monte Carlo [25, 26|
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e experimentos [27]. Iremos agora obter as solugdes vértice e suas principais pro-
priedades.

Os vortices representam um minimo local da energia do sistema. Configuragoes
do tipo vértice mais simples possiveis sao os vortices planares. Tais estruturas surgem
no sistema quando a anisotropia é grande suficiente para provocar um confinamento
dos spins ao plano [28, 29]. Por simplicidade, para obter as solugoes vértices planares,
consideraremos o modelo do Rotor Planar, definido pela hamiltoniana 2.3. Con-
siderando uma rede quadrada bidimensional, podemos perceber que um minimo da
energia pode ser obtido se em alguns sitios da rede, pelo menos parte dos vizinhos
mais proximos estejam perpendiculares ao spin do sitio em questao, e que a partir
deste sitio, os spins vizinhos passem a variar lentamente de forma a minimizar a

energia do sistema. Pensaremos entao na configuragao mostrada na figura 2.7. Esta

A T N T R .

Figura 2.7: Voértice com carga topolégica @ = 1.

é a configuracao de um vértice com carga topoldgica () = 1 centrado no ponto O.
Uma forma de definir um vortice é através de uma configuracao na qual a soma da
diferenca entre os angulos formados pelos spins vizinhos (a uma mesma distancia do
centro do vértice) com um eixo arbitrario, seja um miltiplo inteiro de 27. Em um

modelo continuo poderiamos sintetizar a definicao acima escrevendo:
fﬁqﬁ LAl =27Q, (Q=0,+1,42,...), (2.26)

onde o campo escalar ¢ representa o angulo que o spin faz com um eixo arbitrario e
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@ é a carga topoldgica do vortice. Podemos obter, da mesma forma que foi feito para

o modelo XY, a versao continua do modelo do Rotor Planar. Neste caso obtemos:
H= % / (V)2d2r, (2.27)
com a respectiva equacao de movimento:
V2 = 0. (2.28)

Foi mostrado por Kosterlitz-Thouless [22] que a equagdo 2.26 é solucao da equagao
de movimento do modelo do Rotor Planar (Eq. (2.28)). Podemos mostrar que a
configuragao ¢ = arctan(y/z) satisfaz as equagoes 2.28 e 2.26 com @) = 1, sendo esta,
uma forma de representarmos um vértice com carga topoldgica () = 1 na origem do
sistema de coordenadas. Um vértice com carga topoldgica ¢ = —1 é representado
por ¢ = —arctan(y/x), e usualmente chamado de antivértice. A configuragao de um

antivortice estd representada na figura 2.8.

L A i \ LT W ¥

Y O (I N
B / \ W
- e W = = =
-— m m R rd -~ e -
-~ ™ * L1 f i A
woow % L Y

Figura 2.8: Antivértice (vértice com carga topoldgica @@ = —1).

A energia de um vértice planar pode ser facilmente obtida, no limite continuo,
através da equagao 2.27, com ¢ = arctan(y/z) = ¢, e é a mesma para o antivortice,
sendo dada por:

E ~nJIn(d/ap), (2.29)
onde d é a dimensao linear do sistema (tamanho da rede), e ag = 0.24a é um corte
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introduzido na rede, ja que no limite continuo o vértice é uma solugao singular da
equacao de Laplace (a é o espacamento de rede). Este valor mais apropriado ! para
o corte na rede foi obtido numericamente na Ref. [30].

Kosterlitz e Thouless [22] mostraram também que os sistemas descritos pela
mesma classe de universalidade do modelo do Rotor Planar apresentam ordem topo-
logica, de forma que a carga topolégica do sistema deve se conservar. Sendo assim,
os vértices surgem no sistema em pares vortice-antivértice. A configuracao do par
vértice-antivortice estd esquematizada na figura 2.9, e no limite continuo é represen-

tada por:

¢ = arctan (y_yo> — arctan (y—i—yo> : (2.30)
T — o T+ Zo

onde o vortice esta centrado no ponto (xg, %), € o antivértice no ponto (—zg, —¥o)-
Apesar do par vértice ser a soma de duas solucoes distintas da equagao de movimento,

esta configuracao também representa uma solucao da equagao de movimento.

B e

e s,
A o e

B

=

TR e T e T
AR, /(t{\f\,‘ R

")
/fff///fﬂ;ﬁ\\\\\\\h‘\
A T
L e TR T T

o T e

G e e e o R
A e
B e I

Figura 2.9: Par vortice-antivértice com carga topoldgica total @ = 0.

Pode-se, da mesma maneira que ¢é feita para um vértice, calcular a energia

correspondente a um par vértice-antivortice. Neste caso, obtém-se:
E=7*]+2rJIn(R/ay), (2.31)

onde R é a distancia entre o centro do vértice e o centro do antivortice. Ao contrario

!Geralmente utiliza-se o préprio espacamento de rede a como corte no calculo da energia do
vortice
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dos vortices livres, percebemos que os pares vértice-antivértice tém energia finita,
uma vez que a distancia entre o vortice e o antivértice (R) é finita, e geralmente

corresponde a poucos espacamentos de rede.

2.4 A Transicao de Fase de Kosterlitz-Thouless

Vamos agora fazer uma breve discussao sobre as caracteristicas das transigoes
de fase em sistemas bidimensionais de plano-facil. E sabido, que sistemas com este
tipo de anisotropia, ao contrario de sistemas de eixo-facil, nao apresentam ordem de
longo alcance (OLA). A quebra da ordem de longo alcance do sistema deve-se a pre-
senca de ondas de spin. Além disso, em um teorema rigoroso, Mermin e Wagner em
1966 [31] mostraram que simetrias globais continuas (como a apresentada pelos mo-
delos de plano-ficil) ndo se quebram espontaneamente. Por estes fatos esperamos que
estes sistemas nao apresentem uma transicao de fase de segunda ordem convencional,
entre uma fase magnetizada e uma nao magnetizada, com esta ocorrendo em uma
temperatura critica T..

Apesar dos fatos expostos acima, certas evidéncias mostravam que deveria
haver algum tipo de transicao de fase nestes sistemas. Para evidenciar isso iremos
analisar o modelo do Rotor Planar. Vamos verificar o comportamento da funcao

correlagao spin-spin para este modelo, que é dada por:

—

< 5(0) - S(n) >=< expli(¢o — ¢n)] > . (2.32)

Primeiramente, iremos estimar a fungao correlagao spin-spin, utilizando uma
expansao em temperaturas altas (ver Ref. [32]). Pode-se mostrar que o primeiro
termo diferente de zero contribuindo para a expansao de alta-temperatura da funcao
correlagdo é da ordem de (J/kgT)", onde kg é a constante de Boltzmann. Sendo
assim:

< 5(0)- S(n) >~ (J/kgT)" = exp[—|n|In(kgT/J)). (2.33)

Percebemos, da equacao anterior, que a funcao correlacao spin-spin cai exponencial-
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mente com a distancia entre os spins, n, no regime de altas temperaturas.

Para analisarmos o regime de baixas temperaturas, ressaltamos a seguinte ca-
racteristica nesta faixa de temperaturas: na falta de grandes flutuagoes térmicas, espe-
ramos que ¢ varie lenta e suavemente. Desta forma, apenas configuracoes nas quais os
spins adjacentes estejam aproximadamente alinhados contribuirao significantemente
para a funcao de particao do sistema. Portanto, para fazermos uma estimativa da
funcao correlagao spin-spin, consideraremos a hamiltoniana do modelo Rotor Planar

escrita da seguinte forma:
H=—J Y cos(¢; — ¢;). (2.34)
<iyi>

A partir desta hamiltoniana, consideraremos uma expansao do co-seno apenas em

segunda ordem, considerando assim apenas as pequenas variagoes na dire¢ao dos spins:

Hr~2J D> (6 — ¢5)% (2.35)

<1,5>

N | —

e desta forma a funcao correlagao pode ser facilmente analisada, uma vez que envolve

apenas integrais Gaussianas. Obtem-se, desta forma, o seguinte resultado:

(2.36)

1 KpT/2nJ
)

<am.ﬁm>:<_-
Sendo a magnetizagao espontanea dada por M = [limy,— < S(0) - S(n) >]M2,
percebemos que este sistema nao apresenta magnetizacao espontanea em nenhuma
temperatura diferente de zero. Além disso, vemos que a funcao correlagdo comporta-
se de maneiras diferentes nos regimes de baixas e altas temperaturas. Isto nos indica
que deve haver uma transicao de fase. De fato, para T suficientemente pequeno, a
Eq. (2.36) nos mostra que a teoria tem uma linha de pontos criticos. Para ver isto,
lembramos que na temperatura critica de um sistema a funcao correlagao spin-spin

deve se comportar como

<§my§my>~<1>ﬁ (2.37)

I
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onde n é um expoente critico padrao. Esta linha de pontos criticos implica em uma
violagao do mais simples critério de universalidade.

Neste ponto, esperamos que o modelo do Rotor Planar apresente duas fases.
Porém, sabemos que nao ha uma fase magnetizada, nao podendo assim haver uma
transicao entre uma fase magnetizada e outra nao magnetizada. Uma interessante
proposta para a transicao de fase que ocorre neste sistema foi dada por Kosterlitz
e Thouless em um trabalho de grande relevancia [22]. Neste trabalho, os autores
argumentam que vértices s6 aparecem ligados em pares. Como ja foi discutido na
secao anterior, os pares vértices tém energia finita, e como a carga topoldgica deve
se manter, essa ¢ a maneira encontrada para que eles aparegam no sistema. Eles sao
criados devido a flutuagoes térmicas, sendo R = a, e portanto a energia de criagao da
ordem de 72J. Porém com o aumento da temperatura, os pares comecam a crescer,
sendo que em uma temperatura critica (Tk7) eles se separam. A trasi¢ao de fase
é caracterizada, portanto, pela separacao dos pares vortice em vértices livres. Para
argumentar esta transicao verifiquemos a energia livre da configuracao vortice dada
por:

F=E-Ts, (2.38)

onde s é a entropia do vortice livre. Como um vértice é completamente especificado
pela localizagao do seu centro, a entropia é exatamente o logaritimo da multiplicidade
da configuracao, ou seja, o logaritimo do nimero de sitios da rede,
2
d d

s=kgln|—| =2kpln{-]. (2.39)
a a

Ao lembrarmos da energia de um vértice livre (Eq. (2.29)), percebemos que
a entropia varia da mesma forma. Ha portanto uma temperatura na qual a energia
livre muda de sinal. Esta temperatura caracteriza a transicao de fase do sistema. Em
baixas temperaturas a probabilidade de um vortice livre aparecer é pequena, uma vez
que o termo de energia, ou melhor, a ordem do sistema, domina a energia livre. Porém
com o aumento da temperatura o termo de entropia, ou desordem, passa a dominar,

possibilitando assim a presenca de vortices livres. A temperatura na qual ocorre esta
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mudanca de comportamento pode ser estimada como sendo:

mJ
Tir = —. 2.4
ke =g (2.40)

2.5 0O Método de Monte Carlo

Iremos agora fazer uma breve revisao do método de Monte Carlo. Este é talvez
o método numérico mais utilizado em fisica estatistica e fisica da matéria condensada.
Sua aplicabilidade se estende desde o estudo de decaimentos radioativos a simulacao
de sistemas biolégicos, passando por intmeras areas da fisica. Simulacoes utilizando
o método de Monte Carlo servem, atualmente, como uma espécie de laboratério para
testar métodos analiticos aproximados quando nao ha uma experiéncia real para tal
fim. A idéia bésica deste método é a de percorrer o espaco amostral do sistema
considerando-se apenas as configuragoes mais relevantes. Geralmente, recorre-se a
utilizacao de numeros aleatérios para escolher tais configuracoes, dai o nome Monte
Carlo (em referéncia ao cassino de Monte Carlo). Nos sistemas estudados por este
método, o caminho percorrido pelo sistema no espago de fase nao é o mesmo em duas
simulagoes distintas, porém os resultados obtidos, os valores esperados das grandezas
fisicas, sdo os mesmos. H& vérios algoritmos que podemos considerar [33, 34]. Entre
estes destaca-se o de Metropolis [33]. Iremos por razoes didéticas explicar o método
para o modelo de Ising em duas dimensoes e posteriormente iremos generaliza-lo para
considerar modelos classicos de spin como o modelo de Heisenberg.

O modelo de Ising geralmente é utilizado como modelo introdutério ao método
de Monte Carlo pois apresenta solugao exata em duas dimensoes, e é um modelo

relativamente simples. Este modelo é definido pela seguinte hamiltoniana:

H=-J)> o0, (2.41)

<1,5>

onde a soma é feita sobre vizinhos préximos e o; = +1. Quando estudamos este
modelo, estamos interessados em propriedades termodinamicas como magnetizagao,

susceptibilidade, calor especifico, etc. Em mecanica estatistica a forma de se obter
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estas informagoes é através dos valores esperados. Para uma grandeza A qualquer, o

valor esperado pode ser calculado da seguinte forma [7]:

_ > A(c)exp|—BH (c)]

(A) z ,

(2.42)

onde § = 1/kgT, H é a hamiltoniana do sistema em questao, Z é a func¢ao de partigao
definida por Z = Y, exp[—[H], e as somas sao realizadas sobre todas as configuragoes
microscopicas possiveis do sistema. Em calculos analiticos, o que devemos fazer é
calcular a funcao de particao. Porém na maioria dos casos este célculo nao pode ser
feito. J4 para um tratamento numérico, devemos conhecer todos os 2V estados do
sistema (no caso do modelo de Ising em uma rede quadrada com N sitios). Para
N grande este cédlculo torna-se inviavel. A idéia central do método de Monte Carlo
reside, exatamente, em ao invés de utilizar todas as configuracoes possiveis para o
sistema, utilizar apenas as mais relevantes em cada temperatura, e calcular as médias
através de uma média aritmética simples, ou seja:

(4) = =L

VA (2.43)

onde sao usadas M configuracoes diferentes. Obviamente, para que o processo acima
leve a resultados satisfatérios, devemos fazer uma escolha adequada das configuragoes
a serem utilizadas. Isto é conseguido quando geramos uma cadeia de Markov, onde
novos estados sao gerados diretamente dos estados anteriores obedecendo as regras de
balanceamento detalhado. O papel do algoritmo de Metropolis é exatamente gerar
esta cadeia. Este algoritmo, aplicado ao modelo de Ising, pode ser sintetizado nos

seguintes passos:
1. Escolher uma configuracao inicial para o sistema (aleatdria, por exemplo).
2. Escolher um sitio.

3. Calcular a diferenca de energia do sistema (AE) se o spin do sitio escolhido

tiver seu sinal trocado (AFE = E(—o0;) — E(0;)).
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4. Gerar um numero aleatério uniformemente distribuido entre 0 e 1.
5. Calcular exp(—AFE/kgT) e comparar com o nimero aleatério escolhido.

(a) Se o nimero aleatério for menor que exp(—AFE/kgT) deve-se trocar o sinal

do spin.

(b) Caso contrario manter a configuracao inalterada.
6. Escolher um novo sitio e repetir o procedimento.

Geralmente o que se faz é percorrer todos os sitios da rede, em sequéncia, aplicando
o procedimento descrito acima. Isto corresponde a 1 passo de Monte Carlo (MCS).
Apoés varios passos, o sistema que inicialmente nao se encontrava em uma configuracao
de equilibrio, atinge uma e é apartir desta que as médias comecam a ser calculadas.
Para verificarmos quando o sistema atingiu o equilibrio acompanhamos a evolucao
de algumas grandezas como energia e magnetizacao em fungao do nimero de passos
de Monte Carlo, e somente apds estas grandezas atingirem um valor médio pratica-
mente constante que comegamos a calcular as médias termodinamicas de acordo com
a Eq. (2.43).

O algoritmo de Metropolis, como exposto acima, aplica-se ao modelo de Ising.
Porém, neste trabalho, estamos interessados em modelos classicos de spin como o
modelo de Heisenberg. Para que possamos utilizar o método para este tipo de sistema,
o que devemos fazer é: ao invés de mudarmos o sinal do spin do sitio escolhido (passo
3), devemos escolher uma nova dire¢ao para este (uma diregao aleatéria), e no passo
5, ao invés de trocar o sinal do spin do sitio, devemos mudar a diregao deste para a
escolhida no passo 3. Por exemplo, para modelos onde o spin tém trés componentes,

a escolha da nova direcao do spin é feita da seguinte forma:

1. Escolha S, = 1.0 — 2.0 * r,

2. calcule ¢ =27 *xr e entao S, = /1 — S2cosp e S, = /1 — S%sin ¢,

onde os r’s sao numeros aleatérios no intervalo entre 0 e 1.
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2.6 A Importancia da Inclusao de Impurezas e/ou
Defeitos nos Modelos Magnéticos

Muitos sistemas estao relacionados ao modelo XY e ao modelo do Rotor Planar.
Como exemplos podemos citar os cristais 2D, superfluidos e supercondutores. A
relacao com estes modelos estd na descricao destes. Geralmente a descricao é feita
pela funcio de onda complexa ¥ = pe'®, que tem dois graus de liberdade (p e ¢), e
assim, em duas dimensoes, nao possuem ordem de longo alcance. Mas, estes sistemas
possuem ordem topolégica, e assim como foi exposto para o modelo do Rotor Planar,
apresentam uma transicao de fase do tipo Kosterlitz-Thouless.

Vamos considerar supercondutores granulares que se baseiam no conhecido
efeito Josephson [35]. Josephson mostrou em seu trabalho [35] que se dois pedagos
supercondutores estiverem separados por um isolante muito fino, pares de Cooper
tunelariam entre estes supercondutores. Esta é a conhecida Jungao Josephson. Nesta
juncao, o tunelamento implica em um grande correlacionamento entre as fases das
funcoes de onda dos dois supercondutores. O correlacionamento se deve a densidade

de corrente entre a juncao que é dada por:

J = Jl sin(¢2 — ¢1), (244)

onde ¢ e ¢o sao as fases das funcgoes de onda ; e ¥y dos supercondutores 1 e 2
respectivamente.

Para obtermos um sistema supercondutor granular bidimensional, a idéia cen-
tral é que graos supercondutores devem ser dispostos sobre um substrato isolante,
formando uma rede bidimensional onde cada grao ocupa um sitio da rede. Esta rede
pode ter vérias geometrias, formando redes quadradas, triangulares, hexagonais, etc.
O que nos leva a fazer uma analogia entre este sistema e o modelo do Rotor Planar é
que o numero de pares de Cooper contidos em um grao (N) e a fase da fungao de onda

deste (¢) constituem um par de varidveis canonicamente conjugadas. Neste sentido,
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obedecem a relacao de incerteza

ANA¢ > 1. (2.45)

Como em um grao o numero de pares de Cooper é muito grande, e como espera-se
que neste sistema seja estabelecida uma corrente, pares de Cooper tunelariam entre
graos vizinhos. Desta forma, a incerteza no nimero de pares de Cooper em um grao
é muito grande, levando a uma incerteza pequena na fase da funcao de onda. Assim,
podemos considerar que a fase da funcao de onda é uma variavel semi-classica. Como
a fase pode ser representada por uma seta, assim como um spin classico, a analogia
entre este sistema e o modelo do Rotor Planar é imediata. Portanto, este sistema
contém vortices na fase da funcao de onda, apresentando uma transicao de fase do
tipo Kosterlitz-Thouless em uma temperatura menor que a transicao de fase entre
uma fase supercondutora e outra nao supercondutora, que ocorre em cada grao da
rede.

Existem varias técnicas para a producao de supercondutores granulares. Porém,
a precisao destas técnicas nao é muito grande, o que provoca varios tipos de defeitos
na rede. Os defeitos mais comuns sao a falta de graos supercondutores em determi-
nados sitios e diferencas no espacamento de rede. A importancia de estudarmos os
efeitos destes defeitos, é a de podermos tecer previsoes sobre as suas influéncias nas
propriedades do sistema, desde a corrente que atravessa o sistema a transicoes de fase.

Geralmente os materiais magnéticos com comportamento de baixa dimensio-
nalidade sao produzidos através de técnicas de crescimento de cristais. Desta forma,
a substituicao acidental de um ion magnético por um nao magnético ¢ freqiiente.
Esta substituicao pode causar deformagcoes na geometria da rede cristalina, além de
afetar as propriedades magnéticas do material. Como exemplo, podemos citar medi-
das recentes de ressonancia magnética nuclear em cupratos supercondutores a altas
temperaturas (high-T.). Estas medidas mostraram que a substitui¢ao de dtomos de
Cu?T (Spin 1/2) nos planos Cu — O por impurezas nao magnéticas como Zn?* (Spin

0) aumentam as correlagoes magnéticas em torno das impurezas [36].
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Até agora fizemos uma revisao sobre os modelos tedricos que descrevem o
magnetismo em baixas dimensoes, suas principais propriedades e os principais métodos
utilizados no estudo destes. Discutimos também a importancia de estudarmos modi-
ficagoes nestes modelos para que possamos levar em conta a presenca de impurezas
nos materiais. Nos préximos capitulos iremos explorar alguns efeitos causados pela

presenca de impurezas nao magnéticas nestes modelos.
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Capitulo 3

Interacoes Sdliton-Impureza em

Antiferromagnetos 2D Isotrdpicos

3.1 Interacoes Estaticas

Como sabemos, os solitons desempenham um papel de grande importancia
nas propriedades dindmicas e estaticas de sistemas magnéticos bidimensionais [19,
20, 21}, por isso, o estudo das interagoes entre estes e impurezas merecem grande
destaque. A presenga de impurezas nao magnéticas e/ou outros defeitos, que por
ventura possam ocorrer na formacao de um material magnético, deve ser considerada,
assim como as possiveis modificagoes que este defeito pode provocar nas propriedades
do material devem ser previstas. Neste sentido alguns trabalhos consideraram este
efeito. Recentemente, Zaspel, Subbaraman e Drumheller [37, 38] investigaram os
efeitos provocados pela presenca de impurezas nao magnéticas em antiferromagne-
tos isotropicos de camadas. Nestes trabalhos, os autores utilizando um tratamento
na rede discreta, mostraram que a presenca destas impurezas no centro dos solitons
tipo Belavin-Polyakov causam deformacoes nestes, levando a dois tipos de séliton,
sOlitons-1 e sélitons-P. Estas estruturas foram detectadas esperimentalmente no com-
posto (CsH7;NH3z)oM,Mn,_,Cly através de um comportamento do tipo Arrhenius
(exp(—FE/T)) em medidas da largura de linha de ressonancia eletronica paramagnética

(EPR) dependente da temperatura [37, 38]. A modifica¢do na dependéncia da largura
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de linha deve-se a alteracao da energia do séliton quando este encontra-se centrado
em uma impureza nao magnética. Estas estruturas também foram obtidas no limite
continuo, com expressoes analiticas exatas em um trabalho de Pereira e Pires [14].
Nesta secao iremos reproduzir a solucao obtida por Pereira e Pires para que na proxima
possamos explorar movimentos oscilatorios dos sélitons devido a presenca da impureza
nao magnética.

Como foi exposto no capitulo anterior, um material magnético bidimensional
isotrépico é representado pela hamiltoniana de Heisenberg isotréopica. No limite

continuo temos (2.15):

- / (9"5)d p=1,2. (3.1)

Como nosso interesse é um antiferromagneto, devemos substituir o campo de spins S
pela magnetizagao de subrede (vetor de Néel) 77, que representa o campo de spins para
um antiferromagneto no regime de baixas temperaturas. Parametrizando o vetor de
Néel como 7 = (v/1 —m2cos¢,/1 —m2sin$, m), com 72 = 1, pode-se reescrever a

hamiltoniana da seguinte forma:

/d2 [m+(1—m2)(%)2 : (3.2)

Para considerar a presenca de impurezas nao magnéticas no limite continuo
deve-se modificar a hamiltoniana 3.2. A modificacao é feita retirando as interagoes
magnéticas em uma regiao do espacgo da ordem de tamanho do espagamento de rede
a. Como as interacoes sao dadas pela hamiltoniana 3.2, o que se faz é multiplica-la
por uma funcao que seja igual a 1 em todo espago, exceto em uma regiao circular de

raio a onde deve ser 0. Desta forma obtém-se a seguinte hamiltoniana:
/d2 7:» )2

1—m2)

+(1-=m?)(Ve)?|, (3.3)
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onde

. 1 se [|F—7y| >0,
0 se |r"—rp| <b.

Este potencial é mostrado na figura 3.1 e representa uma tinica impureza nao magnética,

Figura 3.1: Nesta figura, a parte cinza representa a parte do plano que participa da in-
teracao magnética, enquanto a parte em branco representa a porcao do plano que nao tém
magnetismo.

como um atomo ou molécula, localizada no ponto 7j.
As equagoes de movimento correspondentes a este novo modelo sao obtidas

partindo-se da Lagrangeana correspondente:

e [ (%) i (%) - s

V(7)d*r, (3.5)

onde ¢ é a velocidade das ondas de spin, e das seguintes equagoes:

10 oL - 0L oL
- V.- _Z=Z_) (3.6)
c (a <%%>) o(Ve) 09
e
ﬁ<84£)v87£@—£ 57
cat \ 9 (ZB_T) o(Vm) Im
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uma vez que esta é uma teoria invariante de Lorentz. Desta forma, ao considerarmos
que a impureza é estatica, ou seja, que V() ndo varia no tempo, obtém-se:
(1—m>)V(F) % 2mV(F) Om d¢

c2 ot? c2 ot ot
= (1=m*)V¢-VV(7) + (1 —m?)V(F)V%p —2mV (V¢ - Vi, (3.8)

V(@ Pm o mV(R) (0m\® mV(P) (96)°

(1 —m?) ot? T (1 — m?)? (E) * c? (E) B

V2mV (7) + Vm - VV (7) . mV (7)(Vm)?
1 —m?2 (1 —m?)?

+mV (7) (V)2 (3.9)

Pelas equacoes acima fica claro que devemos conhecer ﬁV(F) Este gradiente

pode ser facilmente calculado em coordenadas cilindricas (r, ¢) levando a:
VV () = alf cos(a — | — o) + @sin(a — | — o] )]6(7 — 7o — b), (3.10)

onde a impureza estd localizada em (7%, @), 0 é a fungao delta de Dirac e o é o ngulo
que o vetor l;, com origem no ponto 7 e fim em um ponto da circunferéncia, faz com o
vetor 7 (vide Fig. (3.1)). Ao considerar impurezas locais (como a falta de um tnico
fon magnético), deve-se fazer b — 0, ou mais precisamente b — a, e consequientemente

T — Ty € p — g, de onde:
VV (F) ~ a[f cos(a) + @sin(a)]8(F — 7). (3.11)

Na equagao acima cos(«) e sin(«) s@o interpretados como sendo constantes de acopla-
mento anisotrépicas que dependem da direcao que se considera quando estamos cen-
trados no ponto 7.

Agora sera considerada a presenca de um séliton do tipo Belavin-Polyakov

centrado na origem. Em coordenadas polares, escreve-se:

my = —5——0n bo = ¢, (3.12)
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onde R ¢ o tamanho do séliton, que caracteriza a distancia ao centro deste até as
posigoes onde as componentes de spins estao paralelas ao plano (my = 0). Anali-
saremos agora o caso em que 7y # 0. Assumindo que a impureza causa pequenas
deformagoes na estrutura do soliton, ou seja, admitindo Vm ~ ﬁmo e ﬁgb ~ ﬁ(bo,

obtém-se, ao considerar solugdes estéticas (9m/0t = d¢p/0t = 0):

ISR m?)(ﬁ@?] -veR L ey
V() | V20 W] = —Véo - VV (7). (3.14)

Vemos na Eq.(3.13) que o primeiro termo é exatamente a densidade hamil-
toniana. Desta forma, para calcular a energia de um séliton na presenca de uma
impureza nao magnética, quando esta nao esta localizada na origem, pode-se multi-

plicar a Eq.(3.13) por J/2 e integrar ambos os lados. Desta forma, chega-se a:

2 m m

/ V() / Vimg - VV(7) ﬁVmcz?r] . (3.15)

Aproximando m ~ myg nas integrais acima, e usando Vmg = 4R?*7/(r*+ R?)? podemos
9

estimar a energia desta configuracao através da seguinte equacao:

B =E,+ % / lv;TO] . dA; — 2R%J / ﬁ cos(@)d (7 — 7o)d?r,  (3.16)
onde a integracao em dA; é feita em um circulo, com raio da ordem do espagamento
de rede a, em torno da impureza nao magnética e Ey = 47wJ é a energia do séliton
na ausencia de impurezas. Na segunda integral, apenas os pontos em torno da cir-
cunferéncia de raio a, centrada em 7j, contribuirao devido a funcao delta de Dirac.
Levando em conta a discreteza da rede, considera-se apenas quatro pontos (os quatro

vizinhos mais préximos) neste calculo. Entao, para 7y ndo muito perto do centro do
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soliton, obtém-se a seguinte expressao para a energia deste:

1 Ra \?
EigEs - —|—F,(7’0,R)—F+(7’0,R) ) (317)

4 \r3 + R?

onde
R%a(ro + a)?
[(ro £ a)? 4+ r3]/2[(ro £ a)* — R4’

Fy(ro, R) = (3.18)

O potencial efetivo de interacao entre o séliton e a impureza é dado por Uy = E; — E

e esta representado na figura 3.2. Analisando este grafico podemos concluir que para

Ut (J)
10

8

6

ro(@
0

Figura 3.2: Potencial efetivo em funcao de 7. Neste grafico o séliton tem tamanho R = 5a.

(Ref. [14])

ro > R, E;, — F,, mostrando que quando a impureza esta distante do centro do
soliton, esta praticamente nao o afeta. Além disso, para ry > R, vemos que quando
ro — R+a, U,y — 00, indicando um potencial repulsivo. Porém, para ry < R, o efeito
é contrario, ou seja, ha um potencial atrativo entre os dois defeitos, que forma um
estado ligado quando 79 < R —a, uma vez que U,y — 0o quando ry — R —a. Quando
ro = R, o potencial apresenta um maximo local, o que leva a uma instabilidade e a
um provavel colapso.

O potencial efetivo de interagao sugere que a energia minima para o séliton

¢ obtida quando rg = 0. Iremos agora estudar esta situacao com mais detalhes.
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Considerando as equagoes de movimento estaticas,

V() v2m+%+m(1—m2)<%)2 = —Vm-VV(F), (3.19)
omVm - Vo .-
V(7) V%—uﬁ%g%?—]:—V¢Wﬂdﬂ, (3.20)

e substituindo m = mgy + my; e ¢ = ¢g + ¢1, onde m; e ¢; sao pequenas deformagoes
na estrutura do séliton pode-se aproximar ﬁ(mo +my) = ﬁmo e ﬁ(% +¢1) = 6%
proximo ao ponto 7y. Substituindo estas aproximagoes nas equagoes de movimento
e calculando nos pontos onde V(7) = 1, que inclui todo plano exceto uma pequena

regiao em torno de 7y, tém-se:

(6m0)2 + moﬁmo . 6

Vle + 2 (1 mz) my + 2m0(1 — mg)ﬁgbo . §¢1 =
- 0
4R%*rya L
—m COS(O{)é(T — 7“0), (321)
V26, — o MoV Vi = —— sin(a)d(7 — 7). (3.22)
(1 —mj) To

Ao considerar 75 = (0,0), sin(a) = 0, sendo assim, a Eq. (2.21) tem como solucao,

em coordenadas cilindricas, ¢; =cte. Assim, a Eq. (2.20) fica:

(67710)2 + moﬁmo . 6
(1 —mf)

Vimy + 2 my = 0. (3.23)
A equacao acima tém duas solugoes, o que leva a dois tipos de solitons diferentes.
Para a solucgao trivial m; = 0, tém-se o séliton-P. A configuracao deste é a mesma dos
solitons tipo Belavin-Polyakov em todo espaco, exceto na origem, ja que nao ha spin.
Isto corresponde, no mapeamento do espaco interno de spins no espaco fisico real, a
deixar um pedago do espago interno de fora do mapeamento, na regiao em torno de

mg = —1. Isto leva a uma singularidade tipo vortice no centro do séliton. A outra
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solugao possivel é:
my = b(R)(1 —m) + d(R)[mo + (1 —m3) In(r/R)], (3.24)

onde as fungdes b(R) e d(R) devem ser ajustadas para manter as caracteristicas
do séliton e levar em conta a presenca da impureza nao magnética em seu centro.
Primeiramente, exige-se na solucao acima que m; — 0 para r — oo para que o séliton
mantenha uma das suas caracteristicas (m — 1 para r — o0). Para tanto, faremos
d(R) = 0, o que satisfaz a condigdo acima e mantém a tendéncia m = —1 perto da
origem. Devemos exigir também que m = mg+m; < 1, o que implica em b(R) < 0.5.

Esta solucao é o soéliton-I que pode ser expresso por:

Os valores corretos para b(R) sao obtidos ao minimizar a energia para cada valor de
R.
A energia do séliton-P pode ser facilmente calculada através da hamiltoni-
ana 3.2 e é dada por:
R?
Ep = Esm. (3.26)
Ja para o soliton-I, o que deve-se fazer é usar a hamiltoniana 3.2, com m = m;y
para calcular a energia do sdliton para cada valor de R, e minimizar em relagao a
b. Nas figuras 3.3 e 3.4 estao plotados os valores de b que miniminizam a energia
e os valores da energia em funcao do tamanho do séliton. Esta teoria também nos
permite comparar o tamanho dos sélitons. Para o séliton-I, R; = [(1 + 4b%)1/% —
20]'/2R, e como 0 < b < 0.5, R; < Rp ja que Rp = R. Estes resultados, que foram
obtidos por Pereira e Pires [14], estdao em pleno acordo qualitativo com os obtidos
por Subbaraman, Zaspel e Drumheller [37] através de outras técnicas. A pequena
discrepancia quantitativa entre os resultados ja era esperada devido ao contraste entre

o limite continuo e as consideragoes na rede discreta. Porém, os resultados obtidos na

rede discreta nao nos dao expressoes analiticas para a configuracao dos sélitons, mas
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Figura 3.3: Valores da fungao b(R) que miniminizam a energia do séliton-I em funcao do
tamanho do séliton R. (Ref. [14])

apenas expressoes numéricas. No trabalho de Subbaraman, Zaspel e Drumheller [37]
os resultados obtidos mostram uma pequena reducao da energia e do tamanho dos
solitons quando comparados com os resultados aqui expostos.

Em resumo, nesta secao consideramos as interagoes entre uma impureza nao
magnética e um soéliton em um antiferromagneto 2D. Os resultados obtidos por Pereira
e Pires [14] mostraram que ha uma interagao atrativa quando a distancia entre o centro
do séliton e a impureza é menor que R, e repulsiva para distancias maiores. No caso
em que a impureza esta localizada no centro do séliton temos dois tipos diferentes
de soélitons, os solitons-P e os sélitons-I. Em ambos os casos a energia destes ¢ menor
que a energia de um soliton quando nao ha impurezas, indicando uma tendéncia dos

solitons se nuclearem nas impurezas.

3.2 Solitons Oscilantes

Nesta secao consideraremos possiveis efeitos na dinamica dos sélitons na pre-
senga de impurezas. Mais especificamente consideraremos as impurezas localizadas
no centro do soliton. Como ha um potencial atrativo entre o séliton e a impureza

para separacoes menores que o tamanho deste, e sendo energeticamente favoravel
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Figura 3.4: Energia dos sélitons-P (linha sélida) e dos sélitons-I (linha pontilhada) em
fungao do tamanho destes. Estes resultados estao em acordo qualitativo com os obtidos nas

Ref. [37, 38]. (Ref. [14])

que estes aparecam no sistema como solitons-P ou I, uma vez que a energia é menor
que a dos sdlitons de Belavin-Polyakov, esperamos que parte dos sélitons em um
material fiquem confinados em uma regiao da ordem do seu tamanho R. A quanti-
dade de sdlitons "presos” sendo entao proporcional a concentracao de impurezas nao
magnéticas. Por estes sélitons estarem confinados nesta regido (a barreira energética
tende a infinito para uma separagao igual a R), esperamos que flutuacoes térmicas
facam com que os sélitons entrem em um tipo de movimento oscilatorio. O caso de
uma oscilagao em geral, de qualquer amplitude, é dificil de ser tratado, uma vez que
envolve efeitos da discreteza da rede e além disso, a transformacao dos sélitons-P ou
I em sélitons tipo Belavin-Polyakov na pressenca de impurezas parece nao ser de facil

tratamento. Iremos entao nos restringir a pequenas oscilacoes.

Como ja ficou claro, se a impureza estiver localizada exatamente no centro
do séliton, teremos os soliton-P ou I, com energia Ep ou E; dependendo do tipo

de soéliton. No limite em que rg — 0, consideraremos uma expansao da energia da

seguinte forma:

N 1, (PE 1, (PE
Ery—o(ro, B) = Ea(R) + 575 (d_r?))m:O T30\ g . +.. (3.27)
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onde a = P ou [ representa um dos dois tipos de séliton. Esta expansao é interpretada
da seguinte forma: o primeiro termo é a massa de repouso do soliton-P ou I, enquanto
os demais s@o atribuidos as interacOes entre os sélitons e a impureza (Ues(rg)) em
funcao da separacao entre eles. Para separacoes pequenas, podemos desprezar termos
de ordem mais alta na expansao. A fungdo completa para a energia, E(rg, R), deverd
ser uma interpolacdo suave entre a expansao Eq. (3.27) e a energia do séliton para
ro > a, Eq. (3.17), com a transi¢do ocorrendo em ry &~ a. Se mantivermos a expansao

até o termo harmonico (segunda ordem), teremos:

d2E ES _ E@(R) R2 R2
az) ThEra Rk - ., (32
( drg >7’00 @ VB[R — (20)]  A(R? +a?)? (3.28)

onde R > 2a. O potencial atrativo, quando consideramos pequenos deslocamentos,
sugere um tipo de interacdo onde os sélitons nao ficariam estaticos. As impurezas
poderiam, além de deformar a estrutura do séliton, exercer neste algum tipo de forca
causando assim aceleracoes. Se considerarmos a forca sendo proporcional a massa
vezes a aceleracao, concluiriamos que o movimento deveria ser oscilatério pela forma
do potencial Eq. (3.27). Este comportamento Newtoniano de fato ocorre quando
considera-se excitagdes topoldgicas. Wysin, em alguns trabalhos [30, 39], mostrou
que vortices, em sistemas de plano-facil, movimentam-se da forma predita por uma
dinamica Newtoniana convencional. Isto é, os movimentos do centro do vortice en-
volvem uma forca F e uma massa efetiva M obedecendo a seguinte relacao:

~ dv

F=M—, 3.29
7 (3.29)
onde v é a velocidade do centro do vortice. No caso dos vortices, como ja foi mostrado,
a energia depende do tamanho do sistema. Porém, no caso de vértices fora do plano
(out-of-plane), em antiferromagnetos com baixas anisotropias o valor da energia pode
tender a um valor finito para sistemas muito grandes. Também foi mostrado por
Wysin [30, 39] que para movimentos hamonicos simples, a massa é dada por:

K
M=—

2

- (3.30)
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onde wy é o modo de freqiiéncia translacional e K é a constante elastica. O que
faremos aqui é considerar que estes resultados podem ser extrapolados para o caso
antiferromagnético isotrépico, com as devidas modificacoes uma vez que este é in-
variante de Lorentz. Ja que o séliton é uma estrutura localizada, sua massa deve
ser expressa por [15] M = E(R)/c?, onde ¢ = 2nJa/h é a velocidade das ondas de
spin com grandes comprimentos de onda. A modificacdo na massa que devemos fazer
é considerar, no caso do sdliton estar centrado na impureza, a energia Ep ou Ej,
dependendo do tipo de séliton, levando as massa Mp ou M;.

Pela Eq. (3.27) concluimos que pequenos deslocamentos do centro dos sélitons-
P ou I, levam a um acréscimo na energia. De fato, este acréscimo de energia cria
estados ligados entre os dois defeitos. Qualquer perturbacao neste sistema, levaria
entao a um deslocamento do centro do soliton. Para deslocamentos muito menores que
o espacamento de rede, o potencial é aproximadamente harmonico, com a constante
eldstica K = (d*E/dr?),,—0 sendo dada pela Eq. (3.28). Como a constante eldstica ¢
escrita em fungao da energia Ep ou Ej, seria interessante obter uma unica expressao
que incluisse ambas. Na Ref. [37] foi mostrado que podemos escrever a energia dos dois
tipos de sélitons através da seguinte expressao: E, = E;R%*/(r* + a?), onde a, = ap
ou ay (ap = 0.23a, séliton-P e ay = 1.01a, séliton-I). Podemos agora escrever, a partir
da Eq. (3.30), as freqiiéncias das pequenas oscilagoes (rog << a) do centro dos sélitons,

estimadas como:

1/2
a2 a2 /

Wo = \/55 wt (R? + a?) VA = @]~ AR T . (3.31)

Na figura 3.5 estao plotadas as freqiiéncias para os dois tipos de séliton em funcao
do tamanho destes. Obviamente, sélitons maiores oscilam mais lentamente. Como
conseqiiéncia, em geral, os soélitons-P oscilam mais lentamente que os sélitons-I.

A anédlise do espectro de pequenas perturbagdes (os mésons ou mégnons da
teoria) em uma excitagdo nao linear exibe modos de freqiiéncia zero (w = 0) sempre
que a teoria exibe simetria continua. Mesmo sendo as energias dos sélitons invariantes

sob rotacoes em torno do eixo z, 0 mesmo nao acontece para translagoes no plano z-y.
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Figura 3.5: Freqiiéncias de oscilagoes em fungdo do tamanho dos sélitons. A linha cheia
representa os sélitons-P e a pontilhada os sélitons-1.

Isto se deve a quebra da simetria translacional imposta pela presenca da impureza
(ndo ha como o séliton se mover sem modificar sua energia, ja que esta depende da
distancia do centro do séliton a impureza). Sendo assim, nao hd mais modos de
freqiiéncia zero no plano x-y. Os modos oscilatérios dados pela Eq. (3.31) podem ser
considerados como sendo causados pela forca exercida pela impureza, podendo assim
serem calculados independentemente do espectro de ondas de spin. Veremos isto
através do comportamento da terceira componente do vetor de Néel (n3 = m) quando
o centro do séliton se desloca do centro da impureza por uma pequena quantidade
ro < a. Sendo esta uma oscilagao em torno da impureza, podemos escrever: ry =
Asin(wyt), onde A é a amplitude de oscilagdo, a qual assumimos ser pequena. A
mudanca da componente fora do plano (n3) do vetor de Néel quando o séliton oscila,
pode ser obtida da seguinte diferenca dependente do tempo €, (7, t) = nga(ro) —nsa(0).

Esta diferenga pode ser facilmente obtida, e apds uma linearizacao leva a:

(1) = Im[A" 0 ns, exp(—iwat)]. (3.32)
Esta expressao mostra que se w, for zero, a funcao ng,(A*) = ns3.(0) + A*9,n3, deve
descrever um séliton que foi uniformemente transladado por uma pequena distancia
no plano A* = (A', A%) (modo translacional). Porém, nossos resultados apresen-

tam modos de freqiiéncia ndo nulos (w,), o que implica em nz,(A*) = ns3o(0) +
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AFO,n3q exp(—iw,at) levando a um movimento oscilatério do séliton. Podemos dar
outra interpretacao aos resultados obtidos. Ao invés de interpretarmos um movi-
mento oscilatéorio do séliton, podemos pensar no movimento dos spins, ou seja, em
uma auto-funcao das ondas de spins adicionada a solucao séliton. Sendo assim, a pe-
quena perturbagao €,(7,t) = A"0,n3, exp(—iw,t) pode ser vista como ondas de spin
fora do plano, com freqiiéncias e momentos angulares bem definidos, em torno da
solugao estatica do séliton ns,, quando este estd centrado na impureza. Resumindo,
nesta interpretagao teriamos um séliton parado envolto por ondas de spin (magnons).

De fato, supondo A* = (0, A) e usando coordenadas cilindricas (r, @), temos:

. 4AR*r
(T t) = Im <8n3a e‘“"o‘t> =1Im <(%€Z(m¢_wat)> ) (3.33)

dy 2+ R2

onde m = +1 é o canal de momento angular. Nesta interpretacao, a equacao acima
nos da a deformacao do séliton em funcao do tempo. Em particular, se observarmos
o movimento dos spins em torno da impureza (ou do centro do séliton), a diregao
destes podem ser usadas para estimar a posi¢ao do centro do séliton. A Eq. (3.33)
mostra que a amplitude das oscilacoes vai a zero quando r — oo, descrevendo assim
modos de magnons que estao localizados no séliton. As interacgoes séliton-impureza
podem induzir modos locais de magnons em torno das impurezas. As freqiiéncias
destes modos locais dependem somente do tipo de séliton (P ou I) e do tamanho. Em
uma rede discreta podemos escrever os possiveis tamanhos dos sélitons como R = la

(I positivo e inteiro). Obtemos assim um espectro discreto de freqiiéncias dados por:

cl6z ., 1 1 12
Wa,l:\/ﬁg ll—2—|—(l +(5a) (\/5([4—16) _4(l2+1)2>‘| , (3.34)

onde 0, pode assumir os valores dp = 0.23 para o séliton-P e 6; = 1.01 para o
soliton-1. Note que na equacao acima [ > 3, uma vez que a presenca da impureza
impede a formagao de sélitons menores que 3a. Para | = 3, wps = 0.302¢/a e
wrs = 0.561c/a, enquanto para | = 4, wpy = 0.197¢/a e wr4 = 0.402¢/a, que geral-
mente apresenta valores entre (101 — 10'3)s™1. E esperado que modos locais com

freqiiéncias bem definidas sejam induzidos em torno de impurezas nao magnéticas
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via solitons. Ressonancias nas freqiiéncias caracteristicas podem ser, em principio,
detectadas em experimentos de ressonancia de spin eletronico ou de espalhamento
inelastico de neutrons.

A equacao 3.31 mantém certas similaridades com os resultado obtidos por
Wysin [30, 39] para vértices em sistemas de plano-facil. A configuracao de spins de
um vortice estende-se aos limites do sistema, fazendo com que sua inércia dependa do
tamanho deste. Conseqiientemente, a massa efetiva dos vértices depende do quadrado
do raio do sistema, sendo assim, os modos de freqiiéncia translacional diminuem com o
tamanho do sistema [30, 39]. No nosso caso, a massa depende do tamanho do séliton,
e conseqiientemente a freqiiéncia diminui com o tamanho do séliton.

Os resultados aqui obtidos sao validos apenas para pequenos deslocamentos
(ro < a). Para considerarmos deslocamentos maiores, onde o centro do séliton se
move por mais de um espacamento de rede, ry > a, devemos incluir termos nao
lineares na forga que atua no séliton, além de efeitos de discreteza. FEstes calculos
estao fora das nossas intengoes. Materiais magnéticos de camadas, como o composto
(CrnHons1NH3)aM Xy, onde M é um metal de transigao e X é Cl ou Br, sao sistemas
quase cléssicos de spins para M = Mn?T e X = CI (o fon Mn tém spin 5/2), sendo
entao um bom candidato para a deteccao destes modos de vibragao quando dopados

com ions nao magnéticos como Mg ou Cd.
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Capitulo 4

Interacoes Vortice-Impureza e sua
Influéncia na Transicao de
Kosterlitz-Thouless em

Ferromagnetos de Plano-Facil

4.1 Resultados Analiticos

Neste capitulo iremos descrever as interagoes entre vortices planares e impurezas
nao magnéticas em sistemas de plano-facil e suas influéncias na transicao de Kosterlitz-
Thouless. Os resultados para a interacao serao obtidos para o modelo XY, mas
como trataremos vortices planares, poderao se estender imediatamente para o modelo
do Rotor Planar e para o modelo de Heisenberg de plano-facil . J4 os resultados
para a transicao de fase foram obtidos para o Rotor Planar, mas esperamos que
qualitativamente estes se estendam aos outros modelos planares. Nesta secao iremos
expor resultados analiticos da interacao entre um vértice planar e uma tnica impureza
nao magnética no modelo XY. Na préxima, compararemos os resultados analiticos

com simulacgoes feitas através de dinamica molecular e do método de Monte Carlo.

1Os vértices planares sdo estdveis para uma certa faixa de anisotropias em ferromagnetos de
plano-facil [28, 29], porém, com a inclusdo de impurezas, esta faixa de valores pode ser aumentada
devido & menor energia deste tipo de excitagao [40, 41].
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Finalmente, na tltima secao aplicaremos o método de Monte Carlo para o modelo do
Rotor Planar com uma certa concentracao de impurezas nao magnéticas para verificar
os efeitos destas na transicao de Kosterlitz-Thouless.

Para verificarmos como é a interacao entre um vortice planar e uma tnica
impureza nao magnética, utilizaremos o mesmo método do capitulo anterior para a
interacao entre solitons e impurezas. Partindo da hamiltoniana do modelo XY, ja
com o potencial que representa a impureza [2], temos:

1 —m?

H = g/er [M + (1 —m?) (V)2 + —m?| V() (4.1)

onde novamente o potencial V' (7) é dado por:

. 1 se [|F—1my| >0,
V(r) = (4.2)
0 se |r—rg| <b.
As equacoes de movimento, obtidas apds a inclusao do potencial devido a impureza

ficam da seguinte forma [2]:

i%’? = (1= m*)V(I)V?6 —2mV (7)Vm - Vo + (1 =m*)VV(7) - Vo, (4.3)
1og _ _2m” [ﬁm VV(F) + V(P)Vm +

Jot  (1—m?) m (1 —m?2)

V() (Vm)? . mV (7)(Vm)?

LomV () {i _ (%)2}

~ (4.4)

Estamos interessados em solugoes estaticas e planares destas equacoes, desta forma
faremos
dp  Om

o 4.
ot ot 0 (4:5)

e m = 0 nas equagoes de movimento. Assim, chegamos a apenas uma equagao, mais
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simples e compacta que as anteriores:
V(7)V3¢ = —VV(F)- V. (4.6)

Aqui usaremos a mesma expressao, ja com as devidas aproximagoes, para VV(7) do
capitulo anterior:

VV () ~ alf cos(a) + @ sin(a)]6(F — 7). (4.7)

Agora, consideraremos a Eq.(4.6) com V() = 1 no lado esquerdo. Isto é vilido
em todo plano exceto em uma pequena regiao em torno do ponto 7. Além disso,
vamos supor que devido a quebra de simetria imposta pela presenca da impureza, a
estrutura do vértice sofre uma pequena deformacao? ¢;. Desta forma, substituiremos
¢ = ¢o + ¢1, onde ¢y = arctan(y/z) é a solugdo para um vértice centrado na origem,

na Eq.(4.6). Assim:
V(o + 1) = —aV (go + 1) - [F cos(a) + @sin(a)]6 (7 — 7). (4.8)

Usando o fato que V3¢, = 0 e tomando 6(% + @) = Voo = (1/r)¢, podemos

aproximar a equagao acima da seguinte forma [2]:

V26, = — L sin(a)d(7 — 7%), (4.9)
To
ou
-2
v? lﬁ] = 2n5(F — 7). (4.10)

Esta equagao é facilmente resolvida se lembrarmos que em duas dimensdes V2 1In(r) =

27(r). Desta forma chegamos a:

ngl(F):—&Sin(a) 1n<]F—Fo\) ' (411)

27T’f’0 a

2 A suposicdo que a presenca da impureza causa deformacoes na estrutura do vértice ndo é essen-
cial. Mais adiante iremos tratar o mesmo problema porém sem leva-las em conta.
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Reescrevendo sin(«) em termos de r, ¢, ro e ¢y, chegamos a solu¢ao para um voértice

centrado na origem na presenca de uma impureza nao magnética localizada em 7y:

a rsin(¢ — ¢o) |7 — 7o
= arct — 1 4.12
= arctan(y/r) = 5 TEEO 0 (1 (112)
Podemos obter o potencial de interagao do vértice com a impureza através de:
Ver(ro) = Er — By, (4.13)

onde E; = [(V@)2V (F)d?r é a energia do vértice na presenca da impureza e E, =
7JIn(d/ag) é a energia deste quando nao ha impurezas®. Apds algumas aproximagoes
e tomando apenas o termo dominante, chegamos ao seguinte potencial de interacao:

a’E3 1

‘/ef('f’o) = WT—% (414)

Os resultados até aqui obtidos [2] aplicam-se quando a impureza se encontra
a uma distancia 75 do centro do vértice. No caso da impureza estar localizada exa-
tamente no centro do vértice, continuamos com simetria cilindrica, e desta forma,
apenas as interacoes em torno do ntcleo do vértice devem ser retiradas. Isto implica
em uma reducao da energia uma vez que nao ha deformacoes na estrutura do vortice.
Em resumo, o que encontramos é que ao considerarmos deformacgoes no vortice a in-
teracao é repulsiva. Porém, a energia minima do sistema é atingida quando o vortice
estd centrado na impureza. Nas figuras 4.1 e 4.2 estao representadas as configuragoes
do vértice deformado para rg = 1 e 5 respectivamente. Apesar do limite continuo
nao ser valido em regides tao proximas ao centro do vértice, ponto (1,0), utilizamos
este para enfatizar a deformacao. Vemos que esta sé é significante quando ry é muito
pequeno, e além disso, que a deformagao é global, incluindo todo o sistema. E jus-
tamente nesta regiao, préxima ao centro do vortice, que o limite continuo apresenta
divergéncias e falhas, sendo assim, consideraremos agora o caso em que o vortice nao

é deformado.

3Lembramos que o corte introduzido no célculo da energia do vértice quando nio hé impurezas
ag = 0.24a.

[©N
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Figura 4.1: Vértice deformado localizado na origem (0,0) na presenca de uma impureza
localizada em (1,0).

Para calcularmos o potencial de interacao quando o voértice nao é deformado,

o que faremos ¢ calcular a seguinte energia [3]:

J — — —
Br=1% [ [oopar— [ (ngo)QdA(ro)] , (4.15)
A(’I’o)
onde A(7p) é a drea de um circulo de raio a em torno do ponto 7, que representa a

presenca da impureza ndo magnética. Estas integrais sao facilmente resolvidas (vide

apéndice A.2) levando a:

2
=B+ (1—“—2), (4.16)
2 rH

e conseqiientemente a um potencial efetivo atrativo dado por:

Ver(ro) = % In (1 — a—j) (4.17)

para 79 > a. Se considerarmos grandes separagoes (ro > a), podemos aproximar
o potencial atrativo por Vi & —(wJa?/2)(1/r3). Para a regiao préxima ao centro
do vértice (rg < a), devemos considerar a impureza localizada exatamente no centro
do vortice, assim, a energia é E;(0) = wJIn(d/a), levando a um potencial efetivo

que "prende”’o vértice a impureza V. = E;(0) — E, = 7J1In(0.24) = —4.48J [3].
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Figura 4.2: Vértice deformado localizado na origem (0,0) na presenca de uma impureza
localizada em (5,0).

Esperamos que a fungdao completa do potencial de interagao seja uma interpolagao
entre o valor para o potencial quando a impureza estd exatamente no centro do vortice

e a Eq. (4.17). Para obtermos esta fun¢ao completa, o que faremos é modificar a Eq.

(4.17) introduzindo uma constante b da seguinte forma:

2
Ver(ro) = %ln (1 __ ¢ ) ,

—_— 4.18
r¢ + b2 (4.18)

com a condicao de que

Ver(0) = g—Jln (1 — Z—j) = JIn(0.24). (4.19)

Isto nos leva a uma equacao valida para qualquer valor de ry que satisfaz os valores

limites com b = 1.03a. Chegamos portanto ao seguinte potencial para uma impureza

a uma distancia X do centro do vértice:

(4.20)

Este potencial apresenta um minimo para X = 0 e cai rapidamente a zero pra X > 2a

como indica a figura 4.3.
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Figura 4.3: Potencial efetivo de atracao entre um vortice e uma impureza.
4.2 Simulacoes da Interacao Vértice-Impureza

Para verificarmos se realmente o vortice sofre deformacoes globais ou nao, simu-
lagoes se fazem necessarias. Geralmente as simulagoes servem como um tipo de labo-
ratorio onde as teorias sao testadas. Neste caso, simulagoes da dinamica de um vortice
na presenca de uma impureza nao magnética serao uteis nao sé para verificar as
aproximagoes feitas, mas também servirao como um guia para indicar se ha ou nao
deformagoes na estrutura.

As simulagoes foram feitas em uma rede quadrada de lado L=20 com um vortice
planar inicialmente localizado no centro do sistema e uma impureza distante dois sitios
deste. Para que o vortice permaneca estavel nas simulagoes, utilizamos condicoes de

contorno diagonais antiperiédicas [42]

SL+1,y = _SI,L—y+17 SO,y = _SL,L—y+17

— —

Sx,LJrl = _SLfa:Jrl,l; gx,(] = _§L7$+1,L7 (421)

para todo 1 < x,y < L. Estas condi¢oes de contorno implicam em considerar que o
vizinho de um sitio localizado na borda da rede seja o sitio diagonalmente oposto a

ele, mas com um acoplamento antiferromagnético. A equacao discreta de movimento
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para cada spin é dada por [12]:

T — S, x Hy, (4.22)

onde
Hep=—JY (S%, + SY¢,) (4.23)

e é, e €, sao vetores unitarios nas diregoes = e y respectivamente. As equacoes de
movimento foram integradas numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de
quarta ordem vetorizado com um passo de tempo de 0.04J~!. A configuracao inicial

utilizada estd representada na figura 4.4. Nossos resultados mostram que a estrutura

Figura 4.4: Configuragao inicial tipica utilizada. O quadrado representa a impureza nao

magnética.

do vortice nao sofre grandes modificagoes proximo a impureza. O centro do vortice
se move em direcao a impureza, indicando um potencial efetivo atrativo como pode
ser visto nas figuras 4.5 e 4.6. Na figura 4.5 estd representada a configuracao apds 70
passos de tempo e na figura 4.6 apds 150. Devemos salientar que apds 150 passos de
tempo o vortice atinge o equilibrio com o seu centro localizado na vacancia. O ponto
chave desta simulacao é que os resultados indicam que nao hé deformacoes significa-
tivas na estrutura do vértice. Também calculamos a energia que ”prende” (pinning) o
vortice a impureza (V,r(0)) a temperatuza zero para véarios tamanhos da rede. Este

resultado esta plotado na figura 4.7. Vemos da figura que esta barreira de potencial
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Figura 4.6: Configuracao apds 150 passos de tempo.

tende a —3.54J no limite termodinamico, o que esta em razoavel acordo com os resul-
tados analiticos obtidos (—4.48.J). Utilizando técnicas diferentes Wysin [40] encontrou
os valores aproximados -3.178, -1.937 e -5.174 J para redes quadradas, hexagonais e
triangulares respectivamente.

Para verificarmos as configuracoes de menor energia a baixas temperaturas
neste tipo de sistemas, utilizamos o método de Monte Carlo (MC). As simulagoes
foram feitas em uma rede quadrada de lado L=20 a temperatura 7' = 0.1J /kp (kg é a

constante de Boltzmann) usando o algoritmo de Metropolis [33] usual com condigoes

de contorno diagonais antiperiédicas [42, 3]. As condigoes iniciais utilizadas foram

aleatorias, e devido as condigoes de contorno utilizadas, a baixas temperaturas, as
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Figura 4.7: Energia que ”prende”o voértice (pinning) em fungao do tamanho da rede.

configuragoes de equilibrio obtidas sao vortices ou antivértices. Observamos que apés

10° passos de MC estas configuracoes sao atingidas. A figura 4.8 mostra a configuracao
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Figura 4.8: Configuracdo de um vértice obtida apds 2 x 10° passos de MC. A impureza

estd localizada em (13,12).

de equilibrio de um vértice obtida apds 2 x 10° passos de MC com a impureza localizada
no sitio (13,12). Na figura 4.9 estd a configuragao de equilibrio de um antivértice apds
0 mesmo numero de passos mas com a impureza localizada em (12,10). Observamos
que em ambos os casos as configuragoes de menor energia sao com o vértice ou o
antivortice centrados na impureza, o que esta em pleno acordo com as previsoes feitas
anteriormente.

Esperamos que a barreira de potencial que deve ser vencida para que o centro

do vértice se desloque da impureza (pinning) nao seja afetado por flutuagoes térmicas,
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Figura 4.9: Configuracdo de um antivértice obtida apés 2 x 10° passos de MC. A impureza
estd localizada em (12,10).

uma vez que depende apenas de interacoes magnéticas. As flutuacgoes aumentam a
energia do sistema o que deve favorecer condi¢oes que induzam o vértice a ”escapar”
da impureza.

Em resumo, nestas duas secoes calculamos analitica e numericamente as in-
teracoes entre vortices e impurezas. Ao considerarmos deformacoes na estrutura do
vortice, verificamos que havia um potencial de interacao repulsivo. Porém, ao descon-
siderarmos esta deformacao, o potencial passa a ser atrativo. Simulagoes numéricas,
através de Dinamica Molecular, mostraram que o potencial é atrativo, e que aparente-
mente nao ha grandes deformagoes na estrutura do vortice. J& as simulagoes por
Monte Carlo mostraram que, como esperavamos, o estado de menor energia é quando

o vértice ou antivértice estd centrado na impureza.

4.3 Simulacoes de Monte Carlo para o Modelo do
Rotor Planar

Para considerarmos o modelo do Rotor Planar com a presenca de impurezas nao
magnéticas, incluiremos em sua descricao uma nova variavel ;. Esta variavel tém a

seguinte propriedade: ela é 0 se o sitio ¢ for uma impureza e 1 caso contrario. Desta
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forma, obtemos a seguinte hamiltoniana:

H=—J > o05cos(¢ — ¢;). (4.24)
<inj>

A determinacao precisa da temperatura de transicao de fase de Kosterliz-
Thouless, Tk7, nao é uma tarefa facil, uma vez que neste tipo de transicao as pro-
priedades termodinamicas nao apresentam picos pronunciados. Além disso, por exem-
plo, o pico do calor especifico encontra-se a uma temperatura cerca de 20% acima de
Txr. Uma forma de se extrair a temperatura critica correta foi proposta por Weber e
Minnhagen [43, 44] através do calculo do mddulo da helicidade (stiffness ou densidade

superfluida) definida como:

O*F
T=— 4.2
onde F' = —1/(1n Z é a energia livre do sistema (Z é a funcdo de particao) e A é um

pequeno giro em uma dire¢ao. Desenvolvendo a Eq. (4.25), chegamos a:

() oK) (K)o

onde 3 = 1/(kgT). Introduzindo o giro na hamiltoniana da seguinte forma:

H=—-J > oo5cos(¢ — d; + A), (4.27)

<ij>
temos no limite em que A — 0:

1 1 . T
I= —m@ - qu 0i0; Sm<¢i—¢j)ei,j-x] >

<1,5>
2
1
_qu 0i0;sin(d; —¢j)éi,j'f]> . (4.28)

<1,5>

onde N € o ntimero de sitios da rede, n é o nimero de impurezas nao magnéticas, €; ;

¢ um vetor unitario que aponta do sitio 5 ao sitio ¢ e £ é um vetor unitario na direcao
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z. Sendo

2
_m < L%; o0 sin(¢; — ¢;)é; ; - :%] > ~ 0, (4.29)
verificamos que a inclus@o deste termo da Eq. (4.28) é desnecesséria, uma vez que o
erro introduzido ao desconsiderarmos este € muito pequeno e o tempo computacional
gasto muito menor. Desta forma, utilizamos a seguinte expressao para o calculo do

modulo da helicidade:

1 1 ' - 2
T= —m(}[) " ksT(N —n) < [ > oiojsin(di — ¢;)éi - x] > . (4.30)

<t,5>

As equagoes do grupo de renormalizagao de Kosterlitz [45] predizem que T apresenta

um salto do valor (2/7)T, a zero na temperatura critica, ou seja:
(4.31)

Embora a Eq. (4.25) tenha sido obtida considerando-se o caso em que nao
ha impurezas, esperamos que sua extensao ao caso impuro seja valida. Argumentos
baseados na aproximacao harmonica auto-consistente (SCHA) mostram que o médulo
da helicidade em Tk7 deve ser independente da concentracao de impurezas (vide Ref.
[46]). Para calcularmos T utilizamos o algoritmo de Metropolis usual como descrito

na se¢ao 2.5 em uma rede quadrada de lado L com condigoes de contorno periddicas:

L1y = D1y, oy = PLy (4.32)
¢:1:,L+1 - (bx,l’ Qb:v,(] = (bx,L- (433)

Ou seja, o sitio em uma das bordas tém como vizinho o sitio na borda oposta. Uti-
lizamos 100 x L x L passos de MC para equilibrar o sistema, ou seja, para uma rede
com L = 60, cada spin foi visitado 3.6 x 10 vezes. Nestas simulacoes variamos a
temperatura em passos de AT = 0.1.J/kg, e cada ponto mostrado nos graficos repre-
senta a média sobre 2 x 10° configuracoes independentes. Em cada gréfico, quando

nao representadas, as barras de erro sao menores que o simbolo usado.
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Figura 4.10: Md6dulo da helicidade T em fungao da temperatura T' para redes com L = 30,
60 e 80 e 5% de impurezas. A linha sélida representa a curva (2/7)7T e a curva pontilhada
sao apenas guias para os olhos.

Na figura 4.10 estao os resultados das simulagoes de MC para T em redes com
5% de impurezas e L = 30, 60 e 80. A linha sélida representa a reta (2/7)7". O ponto
em que esta linha cruza a curva de T nos da a estimativa da temperatura critica.
E claro que quanto maior a rede mais preciso serd o resultado obtido. Porém, ao
analisarmos a figura 4.10 verificamos que a rede com L = 60 ja nos fornece resultados
satisfatérios, muito préoximos aos obtidos para a rede com L = 80. Deste ponto
em diante utilizaremos os sguintes simbolos: p = n/N representara a concentragao
de impurezas ndo magnéticas, T.(p) é a temperatura critica para uma determinada
concentragao e T serd reservado para T.(p = 0).

Inicialmente distribuimos as impurezas aleatoriamente pelos sitios da rede. Na
figura 4.11 estao os valores de T em funcao da temperatura para varias concentracoes
de impurezas. Como podemos verificar pela intersec¢ao da reta (2/7)T com T (que
nos dé a temperatura critica), que T.(p) diminui & medida que aumentamos p. Sabe-
mos também, que o modulo da helicidade é uma medida das correlacoes de fase do
sistema [44], e como era de se esperar a inclusdo das impurezas diminuiu estas cor-
relacoes. Isto se deve ao fato de que as impurezas diminuem o nimero de vizinhos de

um sitio (um sitio vizinho de uma impureza passa a ter 3 interagoes ao invés de 4), e
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Figura 4.11: Médulo da helicidade T em funcao da temperatura 7' para redes com L = 60
com 0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 27%, 28%, 29% e 30% de impurezas aleatoriamente
distribuidas. A linha sélida representa a curva (2/7)T e a curva pontilhada sdo apenas
guias para os olhos.

dessa forma, os spins proximos as vacancias passam a ter flutuacoes maiores, diminu-
indo assim as correlagoes do sistema. Esperamos entao que o aumento das flutuagoes
desordenem o sistema consideravelmente, diminuindo as correlacoes e implicando em
uma concentracao critica de impurezas que leve a temperatura critica a zero. Na
figura 4.12 mostramos os resultados obtidos para a temperatura critica em fungao da
concentracao de impurezas. Cada ponto neste grafico representa a média sobre quatro
diferentes distribuicoes das impurezas para uma mesma concentragao. Também foram
realizadas simulacoes com as impurezas agrupadas em um aglomerado para p = 0.2
e 0.3 (vide Fig. (4.13)). Neste caso, a temperatura critica praticamente nao sofre
alteragbes com o aumento da concentracao. Isto ja era esperado, uma vez que as
impurezas estdo confinadas em uma regiao da ordem de p x L? e a fronteira entre a
regiao com impurezas e a regiao sem cresce com p X L. O que ocorre é que apenas os
spins préximos a fronteira entre as duas regioes irao ser influenciados pela presenca
das impurezas. Isto nao afeta as correlagoes entre os spins no resto do sistema, de-

vendo assim a transi¢ao ocorrer normalmente em regioes longe do aglomerado, com

esta persistindo para valores maiores de p comparados com os valores no caso de as im-

95



.
08 & ]
\‘\
N
N
06 | Y ]
N
o N
- .
N
04 | \\ ]
[ ]
02 H ]
|
|
|
0 | | ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.12: Temperatura critica T, em fungao da concentracao de impurezas p para redes
60x60. Estes dados foram obtidos dos resultados das simulagoes mostradas na Fig. (4.11).

purezas estarem uniformemente distribuidas. De fato, é como se apenas uma pequena
regiao em torno do aglomerado sofresse influéncia da presencga das impurezas devido
ao curto alcange da interacao, enquanto o resto do sistema nao sente seus efeitos.
Como vimos anteriormente, a interacao entre vértices e impurezas caem rapidamente
a zero com a distancia, e sendo os vortices os responsaveis pela transicao, a influéncia
das impurezas sobre a transicao é pequena quando estas estao aglomeradas ja que seu
efeito devera atingir poucos vortices.

Era de se esperar que a concentracao critica de impurezas para a qual a tem-
peratura critica vai a zero correspondesse ao limiar de percolacao do sistema, que
corresponde a uma concentracao p. = 0.41. A partir desta concentragao nao hé
transicoes de fase no sistema ja que nao hé mais aglomerados percolados de spins.
O método aqui utilizado mostrou que a temperatura critica vai a zero antes de atin-
girmos o limiar de percolagdo. Porém em um trabalho recente Berche et. al. [47],
utilizando o critério de Harris em simulagoes de MC, obtiveram em seus resultados
que a temperatura critica vai a zero préximo ao limiar de percolacao. Neste trabalho,
porém, nao foi feito um estudo detalhado na faixa de concentragoes de impurezas

préxima a concentracao critica. Investigacoes mais detalhadas da transicao de fase se
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Figura 4.13: Médulo da helicidade em fungao da temperatura para redes com 20% e 30% de
impurezas formando um aglomerado comparados com os resultados com 20% de impurezas
aleatoriamente distribuidas e para o sistema sem impurezas.

fazem necesséarias para podermos confirmar se a temperatura critica realmente vai a
zero antes da percolacao do sistema.

Estas simulagoes [3, 4] foram realizadas no Laboratério de Computagao e Simu-
lagao do Departamento de Fisica da UFJF. Gostaria de agradecer a colaboracao dos
professores Sidiney, Pablo e Bismarck que colaboraram com grande parte dos calculos
Monte Carlo apresentados neste capitulo. No periodo que estive em Juiz de Fora
pude aprender tais métodos, os quais estou aplicando em recente trabalho sobre o
modelo XY-Generalizado que estd para ser submetido. Os resultados obtidos por
MC [48] vém confirmando nossas previsoes, feitas através da aproximagao harmonica

auto-consistente, em um trabalho recentemente publicado [9)].
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Capitulo 5

Conclusoes

No capitulo 3 estudamos as interagoes entre sélitons e impurezas nao magnéticas
em sistemas antiferromagnéticos isotrépicos. As freqiiéncias das possiveis oscilagoes
destes em torno das impurezas foram obtidas considerando-se pequenos deslocamen-
tos. Os compostos de camadas (C,,Ha,, 11 NH3)o M X, onde M é um metal de transicao,
X ¢ Cl ou Br, sdo sistemas quase cldssicos de spin para M =Mn*" e X =Cl (o fons
Mn tém spin 5/2). Acreditamos que este composto, quando dopado com fons nao
magnéticos (como Mg ou Cd), sejam bons candidatos para detec¢ao experimental dos
modos de vibragao e testar nossa teoria. Pretendemos em trabalhos futuros, através
de um modelo fenomenolégico que considere os modos vibracionais, calcular as in-
fluéncias destes na fungao correlacao dinamica. Esta teoria pode ser também relevante
em sistemas quanticos de spin [36, 49, 50]. De fato, a conhecida técnica de estados
coerentes de spin efetivamente substitui os operadores de spin por vetores classicos
S = (sin cos ¢, sin fsin ¢, cos #) e incorpora as propriedades quanticas através da
integral de caminho sobre todas as configuragoes espago-temporais de (6, ¢). Impor-
tantes sistemas 2D que exibem magnetismo quantico sao os supercondutores cupratos
a alta temperatura. Em particular, medidas recentes de ressonancia magnética nu-
clear nestes compostos mostraram que a substituigao de dtomos de Cu?* (Spin 1/2),
nos planos Cu — O, por impurezas nao magnéticas como Zn** (Spin 0), aumentam
as correlagoes magnéticas em torno das impurezas [36]. Também sugerimos que estes

resultados podem ter alguma relevancia no efeito Hall quantico, onde texturas de
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spins chamadas skyrmions desempenham um papel importante no gas de elétrons
bidimensional [50, 51].

No capitulo 4 estudamos as interagoes vortice-impureza em sistemas planares
ferromagnéticos. Através de métodos analiticos e numéricos, verificamos que ha um
potencial de interacao atrativo entre estes dois ”defeitos”. Também estudamos através
do método de Monte Carlo a influéncia da presenca de impurezas na transicao de
Kosterlitz-Thouless. Verificamos que com o aumento da concentracao de impurezas
a temperatura critica diminui. Porém estudos mais detalhados se fazem necessarios,
uma vez que os resultados aqui obtidos mostraram que a temperatura critica vai a zero
antes do limiar de percolacao, o que esta em contradicao com os resultados obtidos
na Ref. [47]. Nesta referéncia, ndo houve um estudo detalhado da transicdo nesta
faixa de concentragao de impurezas. Outro ponto de grande importancia que merece
um estudo detalhado é a origem do pico central na fungao correlagdo dinamica [19,
13, 23, 24], onde a presenca de impurezas pode ser decisiva na verificacdo do real
papel desempenhado pelos vértices. Outra forma possivel de verificarmos a influéncias
de vértices no pico central pode ser através do modelo XY-Generalizado [9]. Neste
modelo, cdlculos preliminares através do método de Monte-Carlo [48], mostraram que
com a variagao de um parametro de generalizacao a densidade de vortices aumenta

abruptamente, o que pode modificar a forma do pico central.
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Apendice A

Desenvolvimento de Algumas

Equacoes

A.1 Equacoes de Movimento

Partindo da densidade hamiltoniana

J [m2(Vm)? P
h—§ T ( —m)(V(b)—i—?m
e das equacoes
m_ g [ 2],
ot 06 OVe| 09
0 _oh _g [on) on
ot om ovm om
calculamos:
oh
25~ "
oh J |2m(1 — m?2)(Vm)? + 2m?(Vm)? S 5 8
om = 2 (1= m?)? —2m(Ve)y m| .
oh J -
— == 2(1 —m?)(Ve)|,
55 = 5 20— m)(F9)
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oh  J |2m*(Vm)
oom 2 [ﬁ} - (A7)
Assim, temos que:
S [ﬁ] =J [(1 —m?)V2¢ — 2m(€m) ) (ng)} (A.8)
oVo
e
2\ (Y 2 2(1 _ 22 2 3/ 9
G [ Oh ] _ g [2m( = m?)(Vm)? + m*(1 " )(V2m) + 2m3(Vm) (49
ovVm (1 —m2)
Combinando as equagoes acima, chegamos a:
1 0m oo - S
Jot v - ' 1
7ot~ L=m)Vie—2mVm- Vg, (A.10)
10¢ B V2m ) m(€0)2 ., dm
TJE*m_vm*mﬂn(W)) g (A.11)

Para as demais equagoes de movimento obtidas no texto o procedimento é basicamente
o mesmo, inclusive quando as equagoes de movimento sao obtidas da densidade La-
grageana. Nos demais casos, também ha a presenca do potencial devido a impureza,

que assim como as demais fungdes deve ser derivado (nos passos correspondentes as

Egs. A8 e A9).

A.2 Energia de um vértice nao deformado

Para calcularmos

J

Ei=% [ / (Vo) 2dr — /A (FO)(ﬁgbo)QdA(Fo)] , (A.12)

onde ¢y = arctan(y/z) = ¢ representa um vortice nao deformado e A(7)) é a drea de

um circulo de raio a em torno do ponto 7y, que representa a presenca da impureza
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nao magnética, fizemos o seguinte: em coordenadas cilindricas (r, ), calculamos
Q. (A.13)

A partir do resultado acima a primeira integral em A.12 é feita em todo o plano,

levando a:

2w S d] d
/ / 0)2dordr =27 [ —dr =2rIn <—) . (A.14)
aop ag T Qo

Na integral acima foi introduzido um corte ay devido a singularidade da solucao
vortice no limite continuo. Este resultado, quando multiplicado por J/2, é exata-
mente a energia de um vértice no sistema sem impurezas (F,). Para calcularmos
a segunda integral em A.12, devemos escrever |r] em termos de 1o, 7’ e ¢', onde 1/

e ¢’ s@o as coordenadas (cilindricas) do referencial localizado em 7. Utilizando as

coordenadas descritas acima, podemos escrever r = \/ 13 + 12 — 2ror! cos(m — @) =

\/rg + 172 + 2rgr’ cos(¢’), assim temos:

27 1
(Vo) 2dA(F, / / do'r'dr, (A.15)
/A(Fo) ’ \/r + 72 4+ 2rgr’ cos(¢')
a 1 2
= 27?/ r'dr’ = 7ln <1 - aQ> : (A.16)
0 \/(7"(2) +12)2 — (2rgr’)? U

Finalmente, a energia do vértice nao deformado na presenca de uma impureza nao

magnética, que nao esta localizada no centro deste é dada por:

2
Ei=F+ (1—“—). (A.17)
2 3
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Oscillating solitons pinned to a nonmagnetic impurity in layered antiferromagnets
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We argue that an oscillatory motion of impurity-pinned solitons may occur in layered antiferromagnetic
compounds. The characteristic frequencies of these modes, that may be detected by resonance or inelastic
neutron scattering, are estimated analytically and depend on the soliton sizes and types.

DOI: 10.1103/PhysRevB.67.132403

In recent vears, there has been much mterest m the static
and dynamic properties of layered compounds. These mate-
rials are well known to exlubit quasi-two-dimensional (2D)
magnetisin at low temperatures and, i addition to the possi-
bilities in technological applications. they have been useful
i testing theories pertinent to low-dimensional systems. The
2D behavior of these structures arises because the ratio of the
interlayer coupling J. to intralayer coupling J is of the order
J./J=1073-107°. The 2D effects can be experimentally
observed in a narrow temperature interval just above the or-
dering temperature. The theory of these systems is contained
i the Heisenberg Hamiltonians (isotropic and anisotropic).
The 1sotropic Heisenberg magnets in two dimensions are de-

scribed by the Hamiltonian H=*JX; j§i-§ ;. where S ;18
the spin located at site 7, the sumumation is taken over the
nearest-neighbor sites on a square lattice, and the — and +
signals represent ferromagnetic and antiferromagnetic cou-
pling constants respectively. The continuum version of this
Hamiltonian is given by the 2D O(3) nonlinear o model,
which has long been of interest also to particle theorists be-
cause of its strong analogy with four-dimensional Yang-Mills
theory. For Heisenberg antiferromagnet (AFM). the nonlin-
ear o model is described in terms of the Néel state and gives
the antiferromagnetic long-wavelength fluctuations in the
limit of zero temperature. It is represented by the following
Hamiltonian

1 4 P
H(,:EJJ [(a,n)-(a"n)]d?x, u=12, (1)

where 1 denotes the Néel unit vector (nf + ng +n§: =1) char-
acterizing the direction of the sublattice magnetization of the
antiferromagnet. It 1s also well known that this model sup-
ports interesting solitonlike solutions, obtamed by Belavin
and Polyakov' using topological considerations. In terms of
the conformal representation w=(n,+in,)/(1—n3), which
is simply the stereographic projection of the Neel vector onto
the complex plane, the Belavin-Polyakov soliton (BV-
soliton) located at the origin and with unitary topological
charge is expressed as w,=z/R. where z=x+7y and R 1s the
soliton size. It implies that the third Néel vector component
ns3 1s given by

s
Ifszm. (2)
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Furthermore, it is useful to change variables from (x.y) to
[73.¢p=tan" (y/x)], in terms of which we can express the
ratio n, /np=tan ¢. Qualitatively, the configuration is radial,
pointing down at the origin and up at mfinity. The energy of
these excitations 1s found to be independent of the soliton
size due to the scale invariance of the nonlinear o model and
it 1s given by E;=4wJ. The significance of these nonlimear
excitations for 2D magnets was recognized early in connec-
tion with the critical properties of these systems. For ex-
ample, it was shown that the existence of large localized
excitations will cause the correlation length to remain finite
at any nonzero temperature.' Considering the dynamical
properties, the translation motion of this structure may be
responsible for a central peak m the out-of-ylane dynamic
correlation function ** Recently, Zaspel ef al.** have shown
that the Belavin-Polyakov solitons dominate the thermody-
namics in the fluctuation region, immediately above the Neel
temperature of a large class of nearly classical 2D antiferro-
magnets. Besides, these authors®’ have also shown that the
mtroduction of a very small amount of nonmagnetic impuri-
ties mnto the magnetic sites of a classical 2D antiferromagnet
creates a new type of static (impurity-pmned) soliton that
affects the Arrhenius, e %</7, temperature-dependent EPR
linewidth by drastically changmmg the parameter E;. Using
an approach on a discrete lattice, they considered the spin
vacancy located at the soliton center and obtained two dif-
ferent mmpurnity solitons (the P-soliton and the I-soliton),
which were detected in the layered antiferromagnet
(C3H,NH;),M Mn;_,Cl, through EPR measurements
The P-soliton has the same structure of the BV-soliton but
without a spin at its center, which results in a vortex singu-
larity at the center. The I-soliton has smaller size and energy
than the P-soliton, so it also has a configuration slightly dif-
ferent from the P-soliton. In this paper, we argue that these
solitons oscillate on the static spin vacancy and estimate the
frequencies of these oscillatory modes of solitons analyti-
cally. It 1s suggested that tlus effect may be observed in
electron-spin-resonance or inelastic neutron-scattering
experiments.

In a recent paper, Pereira and Pires® considered the prob-
lem of a soliton mteracting with a nommagnetic impurity in
the continuum limit by modifying Hamiltonian (1) introduc-
g a nonmagnetic impurity potential as follows:

1 - - = .5
Hﬁng[u'w-w#m]V(r)d'x- =12, @)
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where V(7)=1 if I;—gi‘*a and V(r)=0 if ];—c7|<a.
Here, the impurity is localized at position d from the origin,
and a 1s the lattice constant. This lack of magnetic mteraction
mside the circle of radius @, means that a spin located at d
was removed from the lattice. From now, we will consider
the nonmagnetic impurity localized at the origin d=(0,0). If
the soliton center coincides with the impurity center, this
field theory reproduces the two soliton solutions of Refs. 6,7
and still gives the sizes, energies, and configurations of these
solitons 1 an analytical way. For the P-soliton, almost entire
space 1s mapped onto the plane. but part of the spin space
sphere around the origin is not mecluded in the mapping. It
means that the stereographic projection of the Neel vector
onto the complex plane is perfect for r=|z|=a. so we can
write the P-soliton configuration as

2p
T—tangb, nyp= (4)

", { 0 for r<a,
1P

ny for r=a.

For the I-soliton, the mapping 1s smoothly deformed, leading
to the following configuration:

0 for
ns+b(R)(1—n3) for

n

21
=tan ¢; n3=
nig

where the function »(R) was obtained minimizing the en-
ergy of excitation (5) for each value of the soliton size and it
is given in the interval® 0<<b(R)==1/2. The subscript P and
1 refer to the topological and impurity-centered solitons (P-
and I-solitons), respectively. The energy of these two solitons
depends on R with the I-soliton energy smaller than the
P-soliton energy, but as R—», E;—FEp—4wJ. This con-
timmum theory permits also to compare the solitons size (R;
=[(1+4b*Y2-2b]R, Rp=R) showing that the I-soliton
is smaller than the P-soliton.®

The field theory given by Eq. (3) still shows that, if the
soliton center 1s displaced 1 relation to the nommagnetic
unpurity center, an effective interaction between the soliton
and impurity that 1s attractive at short range 1s mduced. If the
soliton center and the spin vacancy center are separated by a
distance r,, the system energy can be approximated by®

/ \ 2

1

E1’0>azEs 1—1 m) +F_(FO,R)—F+(F0.R)
\fo /!

(6)
where
R3a( rgx a)?

[(ro*a)? +r§]1"2[(r0ia')4—R4] '

F.(rq.R)=

Equation (6) shows that, for r,<R, the soliton energy de-
creases as the soliton center approximates to the mmpurity. It
indicates that there i1s a short-range attractive well with
length scale on the order of R. On the other hand, if the
soliton center 1s localized at distance r;>R from the spin
vacancy, the effective potential between the soliton and the
nonmagnetic mmpurity is repulsive. However, although ex-
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pression (6) correctly suggests that it is energetically favor-
able for the soliton to nucleate about the spin vacancy. this
equation is valid only for separations larger than one lattice
spacing® (ry>a). In fact, in the limit that the separation
vanishes (r4—0), the soliton configuration changes to either
the P-soliton or I-soliton configuration, which are radially
symmetric and represent local minima of energy.® Then, if
there 1s a spin vacancy exactly at the soliton center, Eq. (6)
should give the values E;(R) or Ep(R), depending on which
soliton was formed (the I- or P-soliton). Hence, i the limt
ro— 0. we use an expansion of the energy around the bottom

of the well as follows
. b Sl T 1 z'dEE') 1 ,(d°E)
}'UQO(FO: )= al )+2r0‘.‘d7'3; +3r0‘,di’ég
rg=0

o=
+..., (8)

where aw=P or ] represents one of the two possible solitons.
For small displacements, we can neglect the high-order terms
in the expansion. The complete function £(r,R) 1s likely to
be a smooth interpolation between the limit (8) and Eq. (6),
with the transition between these expressions occurring at
ro=~a. Keeping only the harmonic term in Eq. (8), we get

d*E

Z
\ d?’o /

EsiEm(R)

2

a

=K=2

=0

R? R?
LB[RY = (2a)4] MR *+aD)?]
9)

where R>2a. Equation (8) 1s interpreted as follows: the first
term 1s just the rest mass of the P- or [-soliton and the re-
maining terms may be attributed to the interaction potential
energy U(ry) of the impurity-soliton system, as a function of
their separation ry. This attractive interaction at short-range
suggests that, in general, soliton solutions near nonmagnetic
impurities may not be static. Spinless atoms may exert some
force on the magnetic solitons, 1n addition to distorting them,
and cause them to accelerate. If the force obtained from a
potential agrees with the mass times acceleration of the soli-
ton, then. due to the form of the effective potential in Eq. (8),
which 1s an attractive well, we expect that the soliton center
may have an oscillatory motion on the mmpurity. This New-
tonian behavior may really happen to magnetic nonlimear
excitations. For example, in 2D easy-plane magnetic sys-
tems, Wysin?!® has shown that vortex excitations have mo-
tions that are the same as those predicted from a siumple
Newtomian dynamical equation of motion for the vortex cen-

+2F

ter, involving a force F and effective mass M. ie.,

F Mde 10
=M. (10)

where v 1s the velocity of the vortex center. In this case, the
mass depends on the system size since a vortex 1s not a

132403-2

68



BRIEF REPORTS

localized object. But, if the anisotropy 1s weak. the mass of
the out-of-plane AFM vortices may actually reach a finite
limut for large system size. Besides, it was shown that for a
simple harmonic motion, the mass was found as

M=

(11)

o
where w, 1s the translation mode frequency and K is the
spring constant.”'® Here, we assume that the results of Ref. 9
extrapolate, with appropriate modifications, to the isotropic
case, 1.e.. to the Lorentz-invariant O(3) nonlinear o model,
which represents the isotropic AFM. Thus, since the soliton
is a localized structure, the rest mass would be expressed as'!
M,=E.(R)/c*, where ¢=2JSa/fi is the velocity of the
long-wavelength spin waves («=P or I).

As it can be seen from Eq. (8), a small displacement r, of
the P- or I-soliton center away from the exact impurity center
(which 1s. 1 our model, the center of the circle of radius a)
mvolves an energy increase. It is clear that these off-centered
solutions are true bound states, because their energy is
smaller than the free soliton mass. Any perturbation of the
soliton will make it drift to the center of the well. The off-
centered solutions are unstable. In fact, for displacements
much less than the lattice spacing, the short-range potential
well 1s close to harmonic, and can be described by an effec-
tive linear force acting on the soliton. The effective force
constant K= (a’zE,-‘"drg),.G:O can be approximated by Eq. (9).
Then, the frequencies of the oscillations of the solitons in a
trapped state may be estimated analytically. Since this elastic
constant 1s a function of E_(R), then. to determine the fre-
quencies of the solitons oscillation modes. an analytical ex-
pression for the rest energy of the pinned-solitons would be
useful. In Ref. 6, 1t was shown that the energies of the two
solitons can be written through the same expression £ ,(R)
=FE,R*(R*+a?), but with different a,’s (a,=023a for
the P and a,;=1.0la for the [-soliton). Using these results,
the solitons oscillation mode frequencies on a nommagnetic
impurity can be estimated as

2

a*

o

_cl|a . (
w,=v2 — +(R-+a)
a|R

\ \.‘"‘?[RLI* (2a )4]

2

2 \ 112
7:17] (12)
4(R*+a%)?)|

Figure 1 shows the frequencies for the two solitons as a
function of their sizes. Of course. large solitons oscillate
slower than small solitons. As a consequence, in general,
P-solitons oscillate slower than -solitons.

The analysis of the specttum of small-disturbance (the
mesons of the theory or magnons) on a nonlinear excitation
always exhibits zero-frequency modes w= 0. whenever the
theory possesses a continuum symmetry. Although the soli-
ton’s energies (6) [or (8)] are invariant under spatial rotations
around the £ axis (which for the hedgehog is equivalent to an
isorotation around the internal three axis), they are not in-
variant under a translation in the x-y plane. In the presence
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FIG. 1. Oscillation frequencies as a function of the soliton size.
Solid curve is for P-solitons and dashed curve is for I-solitons.

of a nonmagnetic impurity, there 1s no possibility of a soliton
to move away from a position by translations and keeping £
unchanged. The impurity breaks the translational synunetry
of the system, and thus. there are no zero-frequency modes
associated to translations on the x-y plane (translation zero-
modes). The oscillatory modes given by Eq. (12), can be
considered to be driven by the force caused by the lattice
defect (the spin vacancy), which can be evaluated indepen-
dently of the spin-wave spectrum. To see this, we consider
the change of the out-of-plane component of the Neel vector
ny as the soliton center moves for a small displacement 7
<g from the mapurity center. Since the soliton oscillates on
the nonmagnetic impurity, we write r,=4 sin(®,?), where 4
1s the oscillation amplitude assumed to be small. Then, the
time-dependent difference eR(F.f):n3a(1'0)—;73(,(0) gives
the change of the out-of-plane component of the Neel vector
as the soliton (P or I) oscillates. This difference can be
easily evaluated. After hinearizing in the small quantity, we
obtain en(ij,f)&lm[‘d”ﬁ#n 328Xp(—iw )] This expression
shows that, if w, were zero, the function n;,(4%)=n3,(0)
+A4%d,n3, would describe a soliton that had been uniformly
translated on the plane by a small amount 4*=(4' 4%)
(translational mode). However, our solution has a nonzero
frequency w,. which 1mplies in #;,(4")=n;,(0)
+4"0,,n3,.exp(—iw,t) leading to an oscillatory motion for
the soliton. These results can have a different interpretation.
Here, the translational modes can be identified by viewing
the motions of the spins that result when a given spin-wave
eigenfunction 1s added to the original soliton structure. Then,

the small-disturbance wave form ea(;._f) =A"d,n3,
Xexp(—iw,t) may also be viewed as out-of-plane spin
waves with well-defined frequency and angular momentum
about the static soliton structure »3, . in which the center 1s
localized exactly at the impurity center. It means that. instead
of thinking about an oscillating soliton, we can imagine a
stopped soliton surrounded by these magnons. In fact, using
polar coordinates (r,¢) and supposing that 4#=(0.4), we
have

; (s | 44R*r ‘
e (r.t)=Im| ——e '“a"| =Im

i(md—w,t)
("l..", \ (F2+R2)2

13)

132403-3

69



BRIEF REPORTS

where m=*1 is the angular momentum channel. In this
interpretation, the above expression gives the time-dependent
deformation of the static soliton. In particular, if one could
observe the spin motions around the impurity (or n the cen-
tral core of the soliton), their instantaneous directions could
be used to estimate the position of the soliton center. Equa-
tion (13) shows that the small-disturbance amplitude goes to
zero as ¥— % and hence, it describes magnon modes, which
are localized at a soliton. The soliton-impurity mteraction
may mduce magnon local modes around the spm vacancy.
These magnon local modes on the nonmagnetic impurity
have frequencies that depend on the soliton type (P or I) and
size. In a discrete lattice, the possible sizes R are given by
R;=1la (I 1s a positive mteger) and then, the possible modes
have also a discrete spectrum, whose frequencies are

1/2

2 i
W, =12 < o—?+(12+5i) — i ,1
al? VST =16)  4(P+1)?)

(14)
where &, 1s a number (6,=0.23 for the P-soliton and &;
=1.01 for the I-soliton). Note that /=3, since the vacancy at
the soliton center forbids the formation of solitons with size
smaller than 3¢ i a discrete lattice. For /=3, wp;
=0.302c/a and w;3=0.561c/a, while for /=4, wp,
=0.197¢/a and w; ,= 0.402¢/a, which typically have values
(10"-10"%) 571 Tt is expected that local modes with well-
defined frequencies are induced around nonmagnetic impuri-
ties via soliton. Resonances at the characteristic trequencies
can be mn principle observed in electron-spin-resonance or
inelastic neutron-scattering experiments. Since these modes
can occur only if P- or /- solitons are centered on the non-
magnetic impurity, resonance and neutron-scattering mea-
surements provide some methods to experimentally detect
this effect and consequently. these two pinned solitons.

Equation (12) keeps certain similarities with the results
obtained by Wysin™!® for vortices in easy-plane magnets.
The spin configuration of a vortex (or the magnetization in-
homogeneity) extends to the limits of the system, causing its
mertia agamst motion inside the system to depend on the
system size. Hence, the effective vortex mass increases as

PHYSICAL REVIEW B 67, 132403 (2003)

the square of the system radus and the translational mode
frequencies diminish as the reciprocal system size *!° In our
case, since the magnetization inhomogeneity depends on the
soliton radius, the translational frequencies diminish as the
reciprocal soliton size.

The above results are valid only for small displacements
satisfying r,<€a. For large displacements, in which the soli-
ton has to move for more than one lattice spacing, ro>a,
nonlinear terms are present in the interaction force and be-
sides, in real magnetic materials, discreteness effects must be
considered. These effects can be described through a periodic
pinning potential. These calculations are out of the scope of
this paper.

Layered magnetic compounds of the form
(C,H,,,+ {NH;3),MX,, where M is a transition metal 1on and
X 1s Cl or Br., are nearly-classical spin systems for M
=Mn?" and X'=Cl (the Mn ion has a spin 2). Hence, under
nonmagnectic doping 1ons (such as Mg or Cd), these mate-
rials are good candidates to experimentally detect these
modes and testing the theory. Finally. we would like to point
out that our theory may also have some relevance to quan-
tum spin systems.'>* In fact, the well-known technique of
spin coherent states effectively replaces spin operators by
classical vectors §= (sin # cos,¢.sin fsin ¢,cos ) and mcor-
porates the quantum features by means of the path mtegral
over all space-time configurations of (#,¢). Important 2D
systems exhibiting quantum magnetism are the high-7, cu-
prate superconductors. In particular, concerning the problem
of impurities, recent nuclear-magnetic-resonance measure-
ments involving the high-7, cuprate superconductors, have
shown that a substitution of the spin-3 Cu®* in the Cu-O
plane by a strong nonmagnetic mmpurity, such as spin-0
Zn**. enhances the antiferromagnetic correlations around
the impurity."® We also suggest that these results have some
relevance m the quantum Hall effect, where spin textures
called skyrmions play important roles in the two-dunensional
electron gas.'*!*
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Planar vortex in two-dimensional XY ferromagnets with a nonmagnetic impurity potential
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Using a model of nonmagnetic impurity potential, we have examined the behavior of planar vortex solutions
in the classical two-dimensional X7 ferromagnets in the presence of a spin vacancy localized out of the vortex
core. Our results show that a spinless atom impurity gives rise to an effective potential that repels the vortex

structure.

DOI: 10.1103/PhysRevB.66.052415

The easy-plane Heisenberg ferromagnet in two dimen-
sions and continuum limit supports nonlinear pseudoparticles
with a vortex structure. These excitations are of paramount
mportance i the understanding of the static and dynamical
properties of magnetism. For example, the vortex unbinding
1s responstble for a phase transition known as the Kosterlitz—
Thouless transition.! Besides, these may be responsible for a
central peak in the dynamical correlation fumction®™ ob-
served in Monte Carlo sinmlations®” and experiments.® The
simplest vortex configuration, referred as the planar vortex,
occurs when the anisotropy 1s large, resulting in spin con-
finement to the lattice plane *'°

The mteraction of vortices with spatial inhomogeneities 1s
of considerable importance from both the purely theoretical
and applied points of view. Impurities and/or defects are
present even in the purest of material samples and their effect
on the motion or structure of nonlinear excitations must be
considered when the dynamics or configurations of such so-
lutions are important i the problem at hand. Recently,
Zaspel, McKennan, and Snaric!! investigated, using the dis-
crete lattice, the instability of planar vortices and concluded
that these will be stable at a larger range of anisotropies if
there 1s a nonmagnetic impurity such as Cd or Zn at the
center of the vortex. In this paper we study, using the con-
tinuum approximation, the interaction between a planar vor-
tex and a nonmagnetic impurity localized out of the vortex
center. To this end, we start defining the classical X1 ferro-
magnetic model, which is given by the followmng Hamul-
tonian:

H=—J2, (S 5°+8'8") (1)

m-n m-n’>
m.n

where J is a coupling constant, the classical spm vector has
three components S=(S%,5.57), and the summation is
taken over the nearest-neighbor square lattice sites. This
model 1s one of the most studied in statistical physics and has
been found to describe a wide variety of systems with com-
plex scalar order parameters, imcluding superconducting
films, Josephson junction arrays, and superfluid He' films.
The choice of the XY model 1s arbitrary for our purpose,
since the results can be used, without modifications, to any
other model with XY symmetry such as the classical easy-
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plane ferromagnetic model. It 1s convenient to parametrize
the spin field m terms of spherical coordinates as follows:
S=S(cos fcos ¢,cos #sin ¢.sin ). By a straightforward gen-
eralization of arguments used to obtamn the continuum limit
of Heisenberg Hamiltonians in the case of one dimension,'
we can write the continuum version for the Hamiltonian (1)

as
H de’ mz(vm)2+l 2)(V )2+
T2 d 1—m?* (1=m°)(V ¢) aém ’
(2)
where m =sin @, a, 1s the lattice constant, and we have taken

S2=1. One can obtain the motion equations. m=SH/5d.

d=—5H/Sm. for this field theory in the usual way using
the pair of canonically conjugated variables m and ¢.

Now, consider that the system contains a nonmagnetic
impurity concentration in the plane. For simplicity, we con-
sider only one nonmagnetic atom present. It we remove a
spin from the lattice. the nearest neighbors of that spin will
have a coordination number of 3, mstead of a bulk-spm co-
ordination number of 4. Therefore, such boundary spins
would have larger fluctuations than the bulk spins and it is
conceivable that the nonlinear configurations such as a vor-
tex, would preferentially nucleate around this vacancy. In
fact, m this circumstance, the vortex energy 1s lowered, since
the nonmagnetic mmpurity at the vortex center will remove
the nearest-neighbor exchange bonds at the impurity m a
radially symmetric way without moditying the symumetric
configuration of the vortex, while its energy m the region
without the impurity remains the same. However. the vortex
energy mcreases logarithmically with the system size L, and
in an infinitely extended system, this energy would diverges
as L—= so that we should not expect that a single vortex
could nucleate around the spm vacancy. In fact, vortices are
always created in pairs of vortex-antivortex having finite en-
ergy and separated by a few lattice constants. Then, if one
member of the pair nucleates around the impurity, the other
member will be near it. Since a vortex pair does not have
cylindrical symmetry. the energy of this system does not nee-
essarily decrease, although there are less nearest-neighbor
exchange bounds. because the spin vacancy may deform the
pair configuration, increasing its energy. Nevertheless, the
interest of this paper 1s to study the behavior of a vortex in

©2002 The American Physical Society
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the system that is not nucleated at the position of the va-
cancy. In this case things must change considerably because
the spin vacancy may also deform the single vortex configu-
ration. To take into account the nonmagnetic impurities, we
consider the following modified XV ferromagnetic Hamil-
tonian in the continuum limit:
J m*(Vm)? 4
H;=— f d*r|———+(1=m* )} V) + —5m* | V(r),
2 1= ag

(3)

where I(r) is a nonmagnetic impurity potential given by

1 if |r—ry|=b

0 if [r—r|<b’ )

V(r)[

Here, the impurity is centralized at the pomt r, and has the
form of a circle with diameter equal to 24. There is a circu-
lar region in the plane, around the pomt ry. without any
magnetic interaction. A related model was proposed to inves-
tigate the role played by vortex pinning in modifying the
predictions of the Kosterlitz—Thouless theory for thin helium
films. "

Substituting Eq. (3) into the equations of motion we get

1 a0
j'/_r:cos BV(r)Vip—2sin OV(r)VE-Vo
+cos BV IV (r)-V b, (5)
L dg¢ ) . s 1
},7=—tauHsmHV(r)\-'z(ﬂ*smHV(I‘)(VH)‘+3111 oV(r)
:

><[él,’aé*(Vd))l]*tau2 Osmm 6V IV (r)-Vo. (6)

Our interest 1s 1 planar and static solutions in the presence
of this nonmagnetic mmpurity potential. Hence. we take
dB/dt=dd/dt=0 and m=smn §=0 i Eqs. (5) and (6), ob-
taining only one and simpler equation to be solved

V(r)Vigp=—VVir)-V . (7)

One point to note in this equation 1s its dependence on the
spin field around the position of the impurity. If the vacancy
1s localized in a region where the spin configuration consists
of aligned spins, like a domain with all spins aligned along
the same direction (|V ¢|=0), the spin field practically does
not feel the presence of the impurity. However, an umpurity
placed in a region where the spin directions vary consider-
ably (|V &|>1/a,) may have a strong coupling with the spin
field and may modify the mitial spin configuration for large
distances.

In polar coordinates, the vectors r and ry are written as
(r,¢) and (rg,@q), respectively. To solve Eq. (7), we note
first that the gradient of the mmpurity potential can be ex-
pressed as

VVir)=ay[F cos(a—|o— @)

+ @ sin(a—|e—q¢o)]8(r—rs—b), (8)
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where & is the Dirac delta function and « is the angle that the
vector b, with origin at the point r, and end at a point on the
circumference of the potential, makes with the vector ry. As
we are interested in a local impurity with atomic dimensions,
we make »—0 in the continuum limit (to be more precise,
we should make b— a,) mdicating that the mnpurity 1s an
atom (such as Zn, Mg, or Cd, for example). In this case, r
— Ty, ¢— @, and we rewrte Eq. (8) as

VV(r)=ag|Fcos(a)+dsin(e)]d(r—ry). (9)

where we can interpret cos(a) and sin(a) as anisotropic cou-
pling constants. This coupling depends on the direction one
looks, if the observer center 1s placed on the mpurity posi-
tion.

Considering Eq. (7) with F(r)=1 at the left side (this
fails only at the point 1y, since the mmpurity 1s local) and
supposing that the vortex structure 1s modified by the pres-
ence of the nonmagnetic unpurity, we write ¢= o+,
where ¢hy=arctan(y/x) 1s the traditional single vortex solu-
tion for a vortex with 1its center localized at the origin and ¢,
1s the deformation caused by the spinless impurity localized
at ry. Thus, Eq. (7) with the above considerations can be
written as

Vi g+ b)) =—a,V(py+d,)-[Feos(a)+ @ sin(a)]dr
—Tg). (10)

Using the fact that VZ¢by=0 and taking V(¢y+ ;) =V by
=(1/r)¢ near the pomt ry, Eq. (10) can then be approxi-
mated by

5 dog .
A% (bl:*rsul(af)é‘(r*rﬂ), (11)
0
or
—2mrad
v — 2l o ms(r—r,). (12)
dgsin( )

This 1s easily solved using the fact that in two dimensions,
V2 In(r)=27&r). We get

‘ll’*"0|)
1 .

dp

agsin( )

dy(r)=—

(13)

27rg

Writing the anisotropic coupling constant along the « direc-
tion in terms of r and ¢, the vortex structure with its center at
the origin in the presence of a nonmagnetic impurity local-
ized at ry is given by

apg rsim(e—@y) |
2mrg

¢ =arctan(y/x)— In

[l"_l"ol)_

dy

Il"_l"o|
(14)

The configuration of this deformed vortex is shown in Figs. 1
and 2. Although the continuum theory cannot be applied near
the vortex core, in Fig. 1 we have considered the impurity
one lattice spacing from the vortex center just to emphasize
the vortex deformation as the vortex core approaches the
mnpurity. We notice that if 7 1s large (the vortex center 1s far
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FIG. 1. Structure of a single vortex with center at (0,0) in the
presence of a nonmagnetic impurity located at the site (1,0). Since
the nonmagnetic impurity is near the vortex center, the vortex ex-
periences a strong effect of the spinless atom impurity.

away from the spin vacancy) the vortex practically keeps the
same original form, but for small »; the vortex configuration
suffers a severe modification. mainly in the region in which
the 1mpurity 1s located. This 1s due to the fact that the gradi-
ent of the spin field is small m the region of the umpurity 1if 1t
1s far way from the vortex center and large in the region of
the impurity if it is near the vortex center. When an impurity
1s near the vortex core, Eq. (14) implies (as it can also be
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FIG. 2. Here, the impurity is located at (5,0). Note that the
vortex structure is almost perfect, indicating that a vacancy put
away from the vortex core has small influence on the vortex struc-
ture.
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seen partially in Fig. 1) that a large domam with all spins
aligned along the direction perpendicular to ry will be
formed in a region located after the impurity position ry,.

In order to calculate the energy of this planar solution we
consider the Hamiltonian (3) with m=0. obtamning E,
= [(V ) V(r)d*r. As we have seen, the field ¢ describes a
single vortex at the origin in the presence of one unpurity at
distance r, away. The effective potential experienced be-
tween the two defects (one defect m the spin field and the
other in the lattice structure) is defined as

Uetd ro) =E;— I, (15)

where E, = wJ In(L/ay) 1s the energy of a single vortex in the
absence of impurities. Making suitable approximations, we
find that such an effective potential results m a repulsive
central interaction with a dominant term given by

o

Ut poyoe B0Ew 1
el r0)= 20 12

(16)

We see, therefore. that the presence of a nonmagnetic 1mpu-
rity inereases the vortex energy as the distance between the
impurity and the vortex decreases. In a ferromagnet with a
size of the order of L= 10% a, (a few centimeters), a spinless
atom impurity situated about 2a, from the vortex core would
increase the vortex energy by about 36%. Note that the ef-
fective potential barrier becomes nfinity as r;—0 and it is
energetically favorable that vortices and impurities become
far apart. But, if the calculations were taken considering that
the spin vacancy is localized at the vortex center, we would
have VV(r)=aq,d(r)# and near the vortex core V¢
~(1/ag)¢. leading to V(r)Vi¢h=0. As a consequence, 11
the region without the spinless impurity, where V?¢=0, one
gets the same typical solutions and the vortex structure does
not sufter any alteration. Hence, the only effect of a central
nonmagnetic impurity, 1s to make the vortex energy decrease,
because of the nonexistence of nearest-neighbor exchange
bonds at the impurity. Nevertheless, as we suggested earlier,
a single vortex with infinite energy may not nucleate by itself
around the impurity, since these are created in pairs. Besides,
Eq. (16) shows that an infimite potential barrier has to be
exceeded by the vortex core in order that it might reach the
nonmagnetic unpurity and the mminmm of energy. Then,
one should not expect to find a single vortex with a spin
vacancy localized 1n 1ts center.

In sununary, vortices prefer to stay far way from nonmag-
netic mmpurities and hence, the spin dynamics must be af-
fected by these lattice defects. Our calculations could also be
taken for two-dimensional easy-plane antiferromagnets. It
would be carried out in essentially the same way. leading to
similar results. The structure and motion of vortices in two-
dimensional magnets may be driven by the presence of spin-
less impurities due to the repulsive effective potential. Since
the dynamical structure factor 1s the Fourter transform of the
vortex spatial and temporal configuration, we expect that
nonmagnetic impurities may cause changes in the central
peak’™ and also in the electron paramagnetic resonance
linewidth."”® which must be seen in neutron scattering and
resonance experiments. However, much work has to be done
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m order to see these effects. Moreover, since the vortex en-
ergy 1s modified, the Kosterlitz—Thouless (KT) temperature
may also be aftected by the presence of impurities. In fact,
this theory holds also for temperatures below the Kosterlitz-
Thouless temperature Ty, where vortices are bound m
pairs. However, the problem of vortex pairs interacting with
nonmagnetic impurities and its influence on Txr will be
treated 1 a future paper. We also suggest that the above
calculations may have some relevance to lhugh-T, supercon-
ductors, because a common feature of all high-transition-
temperature cuprates 1s the proximity between antiferromag-
netic and d-wave superconducting phases controlled by the

PHYSICAL REVIEW B 66, 052415 (2002)

doping. The effect of impurities on superconductors has been
of theoretical and experimental interest even in its own right
for a long tume. Recent nuclear-magnetic-resonance mea-
surements have shown that when a Cu*" in the Cu-O plane
is substituted by a strong nonmagnetic impurity, such as
Zn*"  an effective magnetic moment can be induced on the
Cu sites around the impurity site.'>! The physical picture
implied by these experiments 1s that antiferromagnetic corre-
lations are enhanced, not destroyed, around mmpurities m
these cuprates.

This work was partially supported by CNPq and
FAPEMIG (Brazil).
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The dynamical behavior of anisotropic two-dimensional Heisenberg models is still a matter of controversy.
In order to contribute to this discussion we use Monte Carlo and spin dynamics simulations as well as
analytical calculations to study the behavior of vortices in the presence of nonmagnetic impurities. Our simu-
lations show that vortices are attracted and trapped by the impurities. Using this result we show that if we
suppose that vortices are not very much disturbed by the presence of the impurities. then they work as an
attractive potential to the vortices explaining the observed behavior m our simulations.

DOI: 10.1103/PhysRevB.68.132409

The anisotropic Heisenberg model (AHM) in two dimen-
sions has recerved a lot of attention recently. This is because
of the fact that a large variety of models may be mapped
the AHM. It 1s an interesting model because 1t can support
topological excitations, such as solitons and vortices, which
are present in several important phenomena. Topological de-
tects are present in condensed matter systems such as super-
conductors, liquid crystals, superfluids. magnetic materials,
and several others. The knowledge of how such structures
behave is essential for technological applications and an 1m-
portant condition for the understanding of many physical
questions. Of great importance is the dynamical behavior of
vortices in ordered structures. Knowing how vortices are
pinned in superconductors is essential for applications such
as magnetic levitation, improving magnetic resonance imag-
g devised for medical diagnosis, and many others. Topo-
logical defects can be the signature left behind by the cos-
mological phase transitions, which oceur while the universe
expands and cools. In addition to all of that, the study of the
dynamics of the AHM model is interesting by itself. There
are several questions that have not yet been addressed about
the model. For example, the origin of the central peak i the
dynamical structure factor observed in experiments and
simulations is the source of several controversial nterpreta-
tions. In fact, there is so far no theory that can fully explain
the central peaks observed in sumulations and experiments. A
qualitative agreement 1s achieved by a phenomenological
vortex gas theory, but one of its assumptions, namely, ballis-
tic vortex motion,'™ is questionable*® Simulations have
shown that a free vortex almost never travels more than one
lattice spacing*> Of course, the existence of some kind of
impurity in the system may affect the vortex motion and
possibly the dynamical correlation function. For example,
solitons near a nonmagnetic impurity i 2D antiferromagnets
cause observable effects in EPR experiments 7 Lattice de-
tects such as umpurities and dislocations play a crucial role m
disrupting order m solids.

0163-1829/2003/68(13)/132409(4)/$20.00
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The main task of this paper is to consider the dynamical
effects caused by impurities on topological defects. In this
work we will consider the classical two-dimensional mag-
netic (XY) model. which is a special case of the anisotropic
Heisenberg model, described by’ H=-J3, (5S>
+8578%). Here J is a coupling constant, S“ (a=x.y,z) are
the components of the classical spin vector §=(5%.5%.57).
and the summation 1s over nearest neighbors in a square
lattice. The spin field can be parametrized in terms of spheri-
cal angles as §:(cos fcos h.cos fsin ¢.sin ). where we

took Iﬂ =1. The continuum version of the XV Hamiltonian
can be written as

J 5 m*(Vm)? , S, 4
H= —f d*r| ————+(1=-m*) (Vo) + —m?|. (1)
2 l—m~ a”
where m=sin f and «a 1s the lattice constant. The spin dy-
namics is given by the equations of motion = 5h/8d. &
=—G8h/Sm, where I 1s the Hamiltoman density from Eq.
(1). The introduction of nonmagnetic impurities modify the
Hamiltonian in the following way.”'® As the model considers
only spin interactions up to nearest neighbors, to take into
account the presence of a nonmagnetic impurity we intro-
duce a circular hole with radius of the order of the lattice
spacing, inside of which the Hamultonian density vanishes.
The Hamiltonian (1) becomes’

B | mA(Vm)? " . & -
H==| d*r|———+(1—m>(V¢)*+ —m? |U(7),
2 1—m? a*
(2)

with U(7) =1 if |[F=7y|=a and U(F) =0 if |F—7y| <a, fora
nonmagnetic impurity at 7. Barly works™? have found a
repulsive force between the vortex and the nonmagnetic va-
cancy. The principal ingredient in the calculations was to
suppose that the spin vacancy causes a small but global de-

©2003 The American Physical Society
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FIG. 1. A typical initial configuration. The square represents the

tormation on the vortex structure. However, although the as-
sumption of vortex deformation near the impurity seems rea-
sonable, it needs a convinecing demonstration. We discuss
this question by means of numerical simulations, which will
be used not only to check the validity of the approximations
done, but also as a guide to give us a clue on which assump-
tions can be made in a safe way. We have performed spin
dynamical simulations on a L =20 square lattice to observe
the behavior of a single vortex imtially located at the center
of the system, in the presence of a spin vacancy located two
sites away from the center of the system. In order to ntro-
duce a single vortex mto the system, we have imposed di-
agonally antiperiodic boundary conditions

3 __3 & __3&
St+1p="S10-y+1, Soy="Srr-y+1.

Sez+1=—S81—s+11. Seo=—8i—ss1z (3)

for all 1 =x,y=L. The discrete equation of motion for each

spin 1s

12

where

dg'm
dt

=8, %H,;, (4)

(5)

ﬁfrJ;($4+$%J

FIG. 2. Configuration after 70 time steps.

steps. We notice that after 150 tune steps the position of the
vortex center reaches the equilibrium with its center at the
spinless site. The key point here is the property of nondetfor-
mation of the vortex configuration.

The attractive potential could also be obtamed from our
theoretical model Hamultonian (2) by assuming that the vor-
tex configuration 1s not deformed due to the presence of an
impurity. Substituting both the nondeformed, static. and pla-
nar vortex solution ¢y =arctan(y/x) located at the orgin and
a nonmagnetic impurity placed at the site 7, in Hamiltonian

and €, and €, are umt vectors in the x and y directions,
respectively. The equations of motion were integrated mu-
merically forward m time using a vectorized fourth-order
Runge-Kutta scheme with a time step of 0.04J *. The initial

structure 1s shown in Fig. 1.
In contrast to the analytical results presented in Ref. 9, the

simulation results show that the vortex structure does not
change appreciably near the spin vacancy. The vortex center
moves toward the spinless site, indicating an effective attrac-
tive potential of interaction between the vortex and the va-
cancy, as shown in Figs. 2 and 3. In Fig. 2 we show the
configuration after 70 time steps and Fig. 3 after 150 time

(2) we obtain

i
HI:EJ (Vo) U(F)d*x

J )
—Eﬁfﬁéwwu—f1(V%ﬂdﬂ%+ (6)
A(Fy)

where A(7) 1s the area of the hole with radius a around the
point #, that represents the spinless site. The integrals are

easily calculated leading to
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FIG. 4. Pinning energy F.(0)/J for many sizes L of a square
lattice. This energy tends to —3.54 J as L tends to mfinity.
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/

where E,(7,) and E = 7J In(L/a,) are the vortex energies in
the presence and absence of the nonmagnetic mpurity, re-
spectively, for a system of size L. The constant® a,
=0.24a present in £, 1s some suitable short-distance cutoff
to avoid spurious divergences due to the fact that the vortex
center 1s a singularity in the continuum limit. Its appropriated
value for the square lattice was determined numerically n
Ref. 13. Of cowrse. Eq. (7) 1s not valid m the limit ry—0,
where the continuum approximation breaks down. In this
limit there will have an intersection between the circular hole
of the impurity and the structure of the vortex core. A point
of the cucumference of the impwrity circle would meet the
center of the vortex core lowering the vortex energy as 7
decreases. Then. from Eq. (7) the effective potential experi-
enced by the two defects can be written as

Ve ro)=Efro) —E,

a’

ln( 1——,

\

wJ
2

for ro>a, (8)

2
)

~

which 1s attractive. For large distances of separation (7,
>a)., Eq. (8) can be approximated by V.ry)
=~ —(wJa*/2)( 1/1‘(‘;). To know the behavior of the potential
m the region nside the core (ry=a), we first put the hole
exactly at the vortex center, obtaining E ;= m.J In(L/a), which
leads to V {(0)=E(0)—E,=aJIn(0.24)=—-448 1. We
also calculate this pinning energy numerically for the case of
zero temperature and for several square lattice sizes as can be
seen i Fig. 4. Note that V.(0) tends to —3.54 J in the
thermodynamic limit. Using a different approach, Wysin'*
has found the approximated values —3.178. —1.937, and
—5.174 J for square. hexagonal, and triangular lattices, re-
spectively. We notice the reasonable agreement between the
analytical result obtamned using the continuum limit and the

PHYSICAL REVIEW B 68, 132409 (2003)
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FIG. 5. Attractive potential as a function of Y/a.

numerical results i a discrete lattice. Then, using the con-
tinuum approach, we modify Eq. (8) to get a complete func-
tion V g{r,), introducing a small constant b as follows:

5,

V ) Trjh(l = ) (9)
(ro)=—"In| 1-——/,
eff\ ! 0. 5 .‘ r5+b‘3
with the condition
wJ ( a?) g
Ve 0)= - ln| 1= ;) —mTn(024).  (10)

This artifact leads to an expression valid m all space that
reproduces correctly the asymptotic limits for 5=1.03a. The
potential [Eq. (9)] indicates that the vortex can be trapped by
a nonmagnetic mmpurity. The attractive potential experienced
by the vortex can be written as

VX ?le(l a ] 11

A)=—In = s

(X) 79 Pt (11)
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FIG. 6. Antivortex configuration after 2X 10° MC steps. The
impurity is located at site (12.10).
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FIG. 7. Vortex configuration after 2 X 10° MC steps. The impu-
rity is located at site (13,12).

where X 1s the distance between vortex center and the spin-
less site. It has a mimimum at X=0 and goes to zero rapidly
for Y>2a (see Fig. 5).

In order to observe the lowest energy configurations at
low temperatures i a classical two-dimensional system de-
scribed by the X7 model with a nonmagnetic impurity, we
performed Monte Carlo (MC) simulations. The simulations
were done on L=20 square lattices at temperature 7=0.1 n
units of J/'ky (kp 1s the Boltzmann constant), using a stan-
dard Metropolis algorithm!® with diagonally antiperiodic
boundary conditions [Eq. (3)] and random initial configura-
tions. Using these boundary conditions, at low temperature,
the equilibrium configurations can have a single vortex or a
single antivortex. We have observed that after 10° MC steps

PHYSICAL REVIEW B 68, 132409 (2003)

the equilibrium configurations was reached. Figure 6 shows a
single antivortex equilibrium configuration after 2 x 10° MC
steps with the nonmagnetic impurity located at site (12,10).
Figure 7 shows a single vortex equilibrium configuration af-
ter 2 10° MC steps with the nonmagnetic impurity located
at site (13,12). We have observed that, in both cases, in the
lowest energy configurations, the antivortex and vortex cen-
ters are located at the nonmagnetic impurity, which 1s m
agreement with Eq. (11).

Of course, thermal fluctuations increases the system en-
ergy, but they should not affect the pinning energy, which is
consequence of the pure magnetic interactions. Really, they
may induce favorable energetic conditions for some vortices
to escape from the vacancy.

In summary, using Monte Carlo and molecular dynamics
sunulations, we observed that a vortex structure put close to
a nonmagnetic site m a square lattice does not appreciably
change its geometry. As the system evolutes in time the voi-
tex center moves toward the spinless site. By using a con-
tinuum approach we have modeled the nteraction as an at-
tractive potential which has a mimmum for the vortex center
located at spiless site, as observed i MC simulations. The
study of the dynamies of diluted models can help us to un-
derstand the origin of the central peak found in early simu-
lations. If the vortex motion is the important contribution. the
presence of nonmagnetic sites will diminish the height of the
central peak due to a trapping of vortices at that nonmagnetic
sites.

This work was partially supported by CNPq and
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the Laboratorio de Computagao e Simulacao do Departa-
mento de Fisica da UFJFE.
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We performed Monte Carlo simulations to calculate the Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) temperature
T gy for the two-dimensional planar rotator model mn the presence of nonmagnetic impurity concentration (p).
As expected, our calculation shows that the BKT temperature decreases as the spin vacancies increase. There

is a critical dilution p.=0.3 at which Tzxr=0. The effective mteraction between a vortex-antivortex pair and
a static nonmagnetic impurity is studied analytically. A simple phenomenological argument based on the
pair-impurity interaction is proposed to justify the simulations.
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I. INTRODUCTION

The planar rotator (PR) model in two dimensions (2D) 1s
a prototype for several physical systems such as, for ex-
ample, high-temperature superconductors and granular su-
perconductors. The PR model supports topological excita-
tions, and although there is no long-range order at any finite
temperature. it undergoes a Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT) phase transition driven by the unbinding of vortex-
antivortex pairs. In short the BKT picture of the phase tran-
sition is as follows. At low temperature spin waves are the
relevant excitations of the system. Spin-spin correlation
functions fall off slowly with distance; free vortices do not
exist but pairs strongly binded. Vortices pairs cannot disorder
the system significantly since they affect only close spins. As
the temperature is raised, the distance between vortex-
ativortex paws grows until 7'z, . Then free vortices exist,
the system is disordered, and the spin-spin correlation fune-
tion falls off exponentially. The Hamultonian describing the
model is

H=-2 J,.8:8;, (1)

where 7 and j enumerate sites i a square lattice, J;; 1s an
exchange coupling, and S;={5% S} =|8|{cos 6;.sin 6} is a
two-dimensional spin vector. Of course, Hamiltonian (1) de-
scribes an ideal system. in which each site of a regular square
lattice 1s occupied by a spin vector S. However, impurities
and/or defects are present in any material sample. In fact, the
effect of 1mpurities on superconductors has been of theoret-
ical and experimental interest in its own right for a long tiume.
Particularly, the interaction of topological excitations with
spatial inhomogeneities 1s of considerable 1mportance from
both theoretical and applied points of view. For example.
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solitons near a nonmagnetic impurity i 2D antiferromagnets
cause observable effects in electron paramagnetic resonance
(EPR) experiments. > In this scenario it would be important
to study the effects of the presence of nonmagnetic sites
diluted in magnetic materials. In a recent work, Mol, Pereira,
and Pires® have studied the interaction between a static spin
vacancy and a planar vortex, and they have shown that the
effective potential experienced between the two defects is
repulsive. It indicates that the presence of spinless atoms on
the magnetic plane may affect the BKT critical temperature.
The main goal m this paper 1s to consider the effect of mag-
netic dilution to the BKT temperature by using numerical
and analytical methods. To take into account the presence of
nonmagnetic impurities in our model [Eq. (1)] we can re-
place some spin vector S by a S=0 creating a vacancy at
that lattice site. First we consider that the spm vacancies are
uniformly distributed on the sites of the lattice. The case
which the spin vacancies are grouped into a cluster will also
be analyzed m order to compare with the random case.

The paper 1s organized as follows: in Sec. II. we describe
the model and the Monte Carlo (MC) method. In Sec. III we
present the MC results. In Sec. IV, the continuum theory is
used to study the vortex-pair-impurity interaction and a
simple heuristic argument to justify the MC results 1s pre-
sented, and Sec. V contains a summary and final comments.

II. BACKGROUND

We consider mn this work a quenched site-diluted PR
model. In order to introduce dilution we define a variable a;
with the following properties: It is 1 if site 7 1s magnetic and
0 otherwise. To accomumodate this change we have to modity
Eq. (1) as

H=—JY U,Sf-o'jgj:ﬁfz ooy cos( ,—0)).  (2)
() (iJ)

©2003 The American Physical Society
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FIG. 1. Helicity modulus Y as a function of temperature for

lattices with sizes 30X 30, 60X 60, and 80x 80 and with 5% of

nonmagnetic impurities randomly distributed. The solid line is the
curve (2/7) T and the dashed lines are only guides to the eyes.

The precise determination of the BKT temperature is a dif-
ficult task due to the absence of sharp peaks m the thermo-
dynamic quantities. One way to extract T zpr was suggested
by Weber and Minnhagen™® by calculating the helicity
modulus defined as

I*F
Y= ey (3)
5

where F 1s the free energy and A 1s a small twist across the
system m one direction. Using Eq. (2) we get

1
Y=— = )

V2

\ 2

m( E cra'rsin(ﬁifﬁj)é!_j.l\? > @)
h |

where NV 1s the volume of the system, » 1s the number of

nonmagnetic sites, &; ; is the vector pointing from site j to
site 7, and ' is a unit vector pointing along the x direction.
The Kosterlitz renormalization-group equations® lead to the
prediction that Y jumps from the value (2/7)7T, to zero at
the critical temperature,

(5)

lun 1\17 =

¥ 2
T
Although Eq. (3) was obtained for the nondiluted mode.
its extension to diluted cases 1s expected to be straightfor-
ward. Arguments based on the self-consistent harmonic ap-
proximation show that the helicity modulus at Tpg; should
be independent of the nonmagnetic impurity concentration.’”
To caleulate the quantity Y we use a MC approach using a
standard Metropolis algorithm with periodic  bondary
conditions.® We used 100X XL Monte Carlo steps per site
for equilibration, which means, for example, we moved each
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FIG. 2. Helicity modulus Y as a function of temperature for
lattices size 60X 60 with 0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 27%
28%. 29%, and 30% of nonmagnetic impurities randomly distrib-
uted. The solid line is the line (2/77) T and dashed curves are guides
to the eye.

spin 3.6X 10* times for the =60 lattice. The temperature
was varled in steps of size AT=0.1 K. Each pomt in our
simulations is the result of the average over 2% 10° indepen-
dent configurations. In the figures showing the results of our
simulations, when not indicated, the error bars are smaller
than the symbols.

Figure 1 shows the results from MC simulations of Y for
lattices with 5% of impurities and sizes L =30, 60. and 80.
The straight line represents (2/a7)T. The crossing point be-
tween this line and Y gives an estimate of the BKT tempera-
ture. Of course, this estimate becomes more accurate as the
lattice size increases. However, as we can see m Fig. 1. the
lattice of size L =60 already gives a good result adequate for
our purposes. From now on we use k= 1. The symbol Tgpr
1s used for T.(p=0), 1e., Tppr=T.(p=0).

III. MONTE CARLO RESULTS

In this section we present the results obtained by MC
simulations. First, we distribute the nonmagnetic impurities
at random 1n the lattice sites. Figure 2 contains the helicity
modulus as a function of the temperature considering several
values of the impurity concentration (p). The straight line
representing the function (2/7)7 1s also shown. As noted
earlier, the intersection of this line with the value of each Y
gives T, for the comresponding nnpunt§, concentration. We
observe that T.(p) decreases with mcreasing p. Since the
helicity modulus 1s a measurement of the phase correlations
of the system.” it is not surprising that these correlations are
strongly affected by the dilution. It can be understood as
follows: if we remove a spin from the lattice, the nearest
neighbors of that spin will have coordination number of 3,
one less than i the bulk. The spins m the boundary have
larger fluctuations than the spmns in the bulk lowering the
spin correlations. We should expect that the fluctuation be-
comes appreciable, disordering the system for large enough
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FIG. 3. The BKT transition temperature behavior as a function
of nonmagnetic impurity concentration, based on the MC simula-
tions results shown in Fig. 2. The dashed curves are guides to
the eye.

nonmagnetic concentrations up to a critical value where the
BKT temperature goes down to zero. In Fig. 3 we show the
BKT temperature as a function of the nommagnetic impurity
concentration. Each point in our plot is the result of an av-
erage over four different distributions of nommagnetic sites
for the same concentration p. Note the abrupt fall of the
critical temperature for p.~0.3. We also performed MC
simulations for the case in which the nonmagnetic impurities
are clustered for p=0.2 and 0.3 (see Fig. 4). Note that in this
case the critical temperature practically does not depend on
the impurity concentration [ 7,(0.2)=T,.(0.3)]. In fact this is
an expected result. Since the nonmagnetic cluster is confined
to a region of size pX L? and the boundary grows as pX L.
spins are still strongly correlated, driving the BKT transition
even for large values of p. A comparison between the two
cases 1s shown in Fig. 4. Note the considerable difference
between them. Due to the short range of the spin interac-
tions, only the spins near the boundary of the cluster will
become influenced by the vacancies and hence the correla-
tions of the rest of the system will have a behavior almost
mdependent of the vacancies. It must not affect considerably
the vortices that are formed far way from the cluster and the
phase transition occurs normally.

IV. VORTEX-ANTIVORTEX-IMPURITY INTERACTION

In this section we discuss the effect of nonmagnetic sites
on the vortex-antivortex structure. The interaction between
the topological excitation and a single nonmagnetic impurity
below the critical temperature may help us to understand in
more detail the phase transition mechanism. In the con-
tinuum limit, Hamiltonian (1) can be written as

ch(lf‘z)Jf (VO)2dx. (6)

Following Ref. 3, to take into account the absence of one
spin in the lattice site we modify H, as
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FIG. 4. Helicity modulus Y as a function of temperature, for
lattices with 20% and 30% of nonmagnetic impurities grouped 1n a
cluster, compared with the helicity modulus results for lattice with
20% of nonmagnetic impurities randomly distributed and lattice
without impurities. The solid line is the line (2/7)7 and dashed
curves are guides to the eye.

Hy=( 1/2)Jj (V)2 V(r)d*. (7)

where V(;) is a localized potential given by V(;) =11if |;
A;ol =g and V(r)=0 if ];* ro|<<a. Here, the nonmagnetic
site is placed at 7y and a stands for the lattice constant. This
lack of magnetic mteraction inside the circle of radus a

means that a spm located at ;0 was removed from the lattice.
The equation of motion obtained trom Eq. (7) is

V(r)Vie=—VI(r)-Vé. (8)

In polar coordmates, the vectors r and ry are written as
(r.¢) and (rg.d,). respectively. Then, the gradient of the
potential 1s

VV(r)y=alr cos(a—|d— do|)+ & sin(a—|d— do|)]
X S(r—ro—a). (9)
where & 1s the Dirac delta function and « 1s the angle that the
vector @, with origin at the point 7, and end at a point on the

circumference of the potential (|a]=a) makes with the vec-

tor ry. In the lumt a — 0, we write

V'-'V(;‘)Rva[f'cos(a)+rf)siu(a)]ﬁ(itf;o]. (10)

where cos(a) and sin(er) are anisotropic coupling constants.
A vortex-antivortex pair solution with “center of mass™ at
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the origin is given by #,,=arctan[(y—P)/x]—arctan[(y
+P)/x], where R=2P is the distance between the vortex
centers. The energy of a pair is E,,=w>J+2 7 In(R/a).
Note that the energy £,, mcreases with mncreasing R.imply-
mg an attractive force between vortices of opposite sign.
Suppposing #, is the deformation mtroduced in the vortex-
antivortex structure by the absence of a spin at r, we can

PHYSICAL REVIEW B 67, 104426 (2003)

write 6= f,,+ 6. Rewriting ¢, m polar coordinates and
substituting #= f,,+ #; nto Eq. (8). we obtain

=)

a

E]11

f,=—
! o

(11)

where

Palrricos(2¢o— )+ rPrcosd—racosy— PProcosd]
[;—r:O][P4+rg+2P3récos(Zgﬁo)] .

The configuration of this deformed vortex-antivortex pair 1s
shown m Fig. 5. As the vortex (or antivortex) center ap-
proaches the nonmagnetic impurity, the pair structure be-
comes more and more deformed, indicating that there 1s a
repulsive interaction potential between each vortex core and
the spin vacancy. This phenomenon 1s in agreement with the
results of Ref. 3, where the calculations took 1 consideration
a single vortex. In order to understand how the effective
interaction potential is between the two defects, we substitute
1= 6,,+ ;, into Eq. (7) to calculate the energy of the pair-
mpurity system FEp;. Unfortunately, the integral in Eq. (7)
cannot be done analytically for a general impurity position.
but in the special case of the spin vacancy being located at
the center of mass we can solve it exactly. Using the domi-
nant terms, the effective potential is given by

a*J [1 . [d (d\  4md
—1113(—)+ln(—)+—. (13)
27P2%|3 a a a

Verr™
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FIG. 5. A vortex pair configuration with “center of mass” lo-
cated at the origin and size R=06a and a spin vacancy located at
(1.3). The pair configuration 1s deformed for large distance if vortex
centers are near the impurity, increasing considerably the system
energy.

where V,,=Ep;—E,,. and d is the lattice size. Since P is
the distance between the vortex (or antivortex) center and the
spin vacancy. this expression is very much like the effective
potential obtained i Ref 3. between a single vortex and a
nonmagnetic impurity. Note that the effective interaction po-
tential increases with decreasing R=2P. mplying a repul-
sive force between vortices and 1mpurities. In fact, the spin
vacancy force obtained from Eq. (13) acts as a “repulsive
force,” weakening the coupling strength between the bound
vortices, and becomes stronger as P decreases. Here, the
nonmagnetic impurity must repel simmultaneously the two
vortices m a pair, affecting the spin field for large distances
(see Fig. 5). For a lattice of size d, the effective potential (13)
1s a minimum only it P—d/2(R—d), showing the tendency
of a complete separation of the vortices in a pair due to the
presence of the vacancy. We conclude that static spin vacan-
cies repel vortices, independently if they are free or bound
into pairs. Based on the above results, we propose a phenom-
enological model to explaim the behavior of the BKT tem-
perature as a function of the impurity concentration. As dis-
cussed above, a nonmagnetic site can induce a repulsive
potential between a pair vortex-antivortex in such a way that
we can have the two scenarios. If the nonmagnetic impurity
1s in between the pair vortex-antivortex, the effective repul-
sive potential created tends to unbind the pair. On the other
hand, if the unpurity is not in between the pair, the force in
the nearest vortex will be stronger than m the other and the
tendency is to increase the vortex-antivortex attraction, lead-
ing to the anmhilation of the pair. Then, mmpurities may in-
duce either the vortex-antivortex unbinding process or pair
annihilation. In a system contaming a random distribution of
impurities one can expect a lower density of vortices at any
temperature than in a pure system due to the annilulation of
pairs. Beside that, the unbinding of vortices and antivortices
should occur at lower temperature. inducing the BKT
transition.

Hence, we may expect a critical nonmagnetic impurity
concentration m which vortex pairs are not more formed and
the BKT critical temperature goes to zero. The situation is
different for the case in which the nonmagnetic impurities
are clustered. In this case, vortex pairs will be excited far
way from the cluster in order to minimize their energies and
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the cluster would have only a small influence on the vortex-
antivortex unbinding. The eritical temperature should not be
much affected. The results presented in Fig. 4 confirm this
conjecture.

V. SUMMARY

We have performed Monte Carlo simulations for the di-
luted planar rotator model i a square lattice. We have found
that the BKT temperature decreases with icreasing impurity
concentration and that there 1s a critical unpurity concentra-
tion p,.=0.3 at which the transition temperature goes to zero.
The interaction between a vortex pair and a static spin va-
cancy was studied in the continuum approximation. By con-
sidering the decoupling of vortex pairs induced by impurities
we argued that the BKT critical temperature should decrease,
Justifying the MC simulations. Our results may also have
applications for granular superconducting films such as ce-
ramic high-7', materials. These systems could be modeled as
2D Josephson-junction arrays because such films contam
large number of Josephson boundaries between the small su-

PHYSICAL REVIEW B 67, 104426 (2003)

perconducting grams forming a complex Josephson-junction
network. However, the actual situation 1s not so ideal as the
perfect array since grains with different sizes and orienta-
tions are arranged almost randomly. This makes the model
with vacancies more realistic than the usual perfect array.
The results can also be extrapolated to models with three
spin components such as easy-plane and XY magnets. In
these cases, the problem with impurities could be still more
mteresting since they have a true dynamics. In fact, it can
shed some light on the important question of the origin of the
central peak in the dynamical spin-spin correlation function
in the two-dimensional anisotropic Heisenberg model '
However, much work has to be done in order to understand
those effects.
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